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1. Els6 el6adas

A tavalyi eladas ismereteit felelevenitve atismételjiik az egyszeritibb differencial-

egyenletek megoldasmenetét.

Ko6z6nséges els6rendi differencidlegyenletek. Az y(x) ismeretlen fiiggvény,
F(y',y,z) = 0 az implicit alak. Ha 3—5 # 0 egy tartomanyon, akkor v’ = f(z,y)
az explicit alak. Ez a megoldas altaldban egy szabad paramétert tartalmaz. Azt
a megoldast keressiik, ami kielégiti a kezdeti feltételt (ha van). Tehat az altalanos
megoldés: van szabad paraméter, partikularis megoldés: nincs szabad paraméter

(kezdeti feltétel).

Magasabb rendii differencialegyenletek. Ismeretlen y(z),
az F(y",y" ', ...y", v, y,x) = 0 implicit alakd, n-ed rendd kozonséges differenci-

s # 0 egy tartoményon, akkor y™ = f(y"V, ...y, x) explicit

alegyenlet. Ha
alaki n-ed rendii k6zonséges differencidlegyenlet. A félév soran fGleg n = 2 esetekkel

foglalkozunk.

1.1. Masodrendii k6zonséges differencidlegyenletek

F",y,y,z) = 0, ahol az y(x) valos értékid fiiggvénye a valos x-nek. Az explicit
alak ismét a szokésos modon alakul: y” = f(v/,y,z), mi pedig ezt szeretjiik, ezért

ezzel fogunk foglalkozni. Vegyiik észre, hogy



ebbdl pedig
y' =h = f(ye, 11, )
Y1 = Yo
Természetszertien adodik a tény, hogy egy mésodrendd kozonséges differencidlegyen-

let ekvivalens egy elsérendd kozonséges differencidlegyenlet-rendszerrel.

v ' =fW,y.x) ~yy = f(Y2, 91, %), Y5 = 1

Korabbrol tudjuk, hogy az els6rendd kozonséges differencidlegyenleteknél a megol-
déasban elGjon egy szabad paraméter y(z,c). Ezt a kezdeti értékkel tudjuk lefixalni:
y(xo) = yo. Ha elsérendii kozonséges differencidlegyenlet-rendszerrdl beszéliink két
fiiggvényre, akkor az altalanos megoldas tartalmazni fog két szabad paramétert
y1(z, e, ) és yo(x,c1,02). Méasodrendd kozonséges differencidlegyenlet altalanos
megoldasaban is lesz két szabad paraméter. Nézziik meg hogy néznek ki a kezdeti

feltételek!

e EBlsérendt egyenletrendszer:

Yy1(7o) = Y10
Y2(20) = Y20
e Masodrendii egyenlet:
h1=Y
Y2 =y



y(z0) = Yo
y/(ﬁo) = o

Magasabb rend( egyenleteknél a szabad paraméterek fixalasara tébb modszer van.

Megtargyaljuk a kezdeti érték problémat és a peremérték problémaét is.

e Kezdeti érték: Adott a differencidlegyenlet v = f(v/,y, x), valamint a kezdeti
értékre y(xg) = yo és y'(xg) = vo. Ez grafikusan ugy értelmezhetd, hogy
megadunk egy pontot a fiiggvény menetébdl és az adott pontban az érintd

meredekségét.

e Peremérték probléma: y” = f(y,y,x), valamint y(xo) = yo és y(z1) = v:.
Itt arr6l van sz6, hogy az zy pontban megadom a fiiggvényértéket, de nem
mondok semmit a meredekségrél, cserébe kikétok egy tjabb pontot, az x;
értéknél, a fiiggvénynek pedig at kell haladnia ezen. A végtelen megoldas

koziil ez valasztja ki azt, ami nekiink kell.

Kezdeti érték feladat megoldasanak létezése és egyértelmiisége. Az y’ =
f(y',y, ) explicit alaki egyenlet megoldasa létezik! és egyértelmii, ha az f fiiggvény

elég sima, illetve az y és 3 szerinti parcialis derivaltjai is elég simék.

Tétel. Ha f(v,y,z) az (v, y, x) valtozoknak folytonos fiiggvénye egy |z —z¢| < A,

ly—wo| < B, |y —yg| < C tartoményon az (xg, yo, y;) pont koriil és ugyanitt még az

is igaz, hogy |f(v/,y,z)| < M és |f(y/ y,x) — f(yy, 2, 2)] < K(lyr — y2| + [y1 — v5])

Ly(zo) = yo és v/ (z0) = yf, kezdeti feltételek mellett.




valamilyen M, K szamokkal, tovabba (a,b,c) olyanok, hogy a < A,b < B,c < C
és b > alM,c > sM, akkor az |z — x¢| < a tartomanyon a kezdeti érték probléma

megoldésa létezik és egyértelm.



Megjegyzés: Az el6z6 csak a kezdeti érték probléméara vonatkozik mert ez egy
lokalis probléma, szemben a peremértékkel, ami globalis és ezért igaz altalaban,
hogy sokkal nehezebb megoldani. Vegyiink példaul egy gémbot. Két pont kdzott
szeretnék mozogni a legrévidebb uton. A vélasz egyszerd, egy geodetikus mentén
kell mozognom, amit a kezdeti érték problémaval kdnnyen meg is tudok oldani, a
megoldés pedig egyértelmi. Megmondom honnan indulok és milyen meredekséggel
teszem és kész. A peremértékkel nagyon nehéz, mert példaul ha a két pont nem
atellenes pontban van, akkor létezik megoldas, de ketts. Ha atellenesbdl indulok ki,

akkor létezik megoldas, de végtelen sok.

1.2. Hianyos masodrendii differenciadlegyenletek

Az altalanos egyenlet y” = f(y/,y,z). Tobb eset van, attol fiiggden, hogy melyik

valtozotol lesz fliggetlen az egyenlet. Menjiink végig rajtuk!

1.2.1. X-t6l fiiggetlen

y" = f(y',y). Legyen /' = p(y)

p de_ ddy_ d

_dpdy dp 1d ,

Ve e T dmde @Y T @t 2a”

d
pd—g = f(y,p)

Ez egy els6rendi kozonséges differencidlegyenlet a p(y) ismeretlen fiiggvényre. Al-

talanos megoldésa p(y, ¢) alaku.

dy

ar = /:P(ya 01)



Ez szétvalaszthato tipusi, elsérendd egyenlet.

/ p<j,yc1> - [

Az integralt elvégezve

q)(yv Cl) =T+ Ca

eredményre jutunk, ahol ® az integral eredménye. A megoldas y-ra nézve implicit,

altalanos megoldas és van benne két szabad paraméter.

1.2.2. Y-t6l fiiggelten

y" = f(z,y), tovabba legyen y/(x) = v(x). Vegyiik észre, hogy itt mér az x fliggvé-

nyének tekintem v-t (tehat y-t is).
y// — ,U/ — f(.r,v)

Ez egy elsérendt, kozonséges differencidlegyenlet. Tegyiik fel, hogy megtalaltuk a

megoldast, azaz van egy v(x,cy).

U(xacl) = y/

Ez integralva ide jutunk:

y(x) = /U(x,cl)dx + ¢y

Ez explicit alaku, két szabad paraméterrel.



1.2.3. Példan keresztiil

Vegyiik az v = /1 + 32 explicit alak, masodrendi, kozonséges differencidlegyen-
letet. Ez nem fiigg sem x-t6l, sem y-tol, ezért mindkét tanult modszerrel megoldhato.

Nézziik meg mindkettével, hisz ugyanolyan eredményt kellene kapnunk.

Els6 modszer (x-t6]l nem fiigg). Az egyenlet alakja tehat p(y) = v/(y).

1du T

- — u
2 dy

1 du

- —d

214 u Y
l+u=y+0

U:(y+01)2_1
P=(y+a)-1
p(y) =V(y+ca)?-1

Ekkor azonban esziinkbe jut, hogy p = 1/, ezért megyiink tovabb,

d
%Z (y+e)? -1
dy =dx
(y+e)?—1



Ezt kiintegraljuk és bevezetiink egy helyettesitést, hogy jobban észrevehessiik a ha-

sonlosagokat, szoval y + ¢; = 2z és most integralunk
[7=-]
——— = [ dx
22 —1
Arch(z) = x + ¢y
z = ch(x + ¢3)
y+c1 = ch(z+ c)

A vége pedig:

y(x) =ch(z+c2) —
Most nézziik meg, hogyan alkalmazzuk itt a peremérték probléméat! Legyen y(—a) =
0, y(a) = 0. Ezzel y(+a) = ch(ta+ ) —c; =0

ch(ca —a) = ¢

ch(ca+a)=c

Ebbdl pedig ¢ = 0 és ¢ = ch(a). A partikularis megoldéas, ami eleget tesz a
peremfeltételnek:

y(x) = ch(z) — ch(a)

Nem mas ez, mint a lancgorbe!

Masodik modszer (y-tol nem fiigg). v’ = 1+ y? = f(z,v), v = v(x),
o= TP
/ dv /d
- @@ - €T
Vit o
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Arsh(v) =z + ¢
v =sh(x+¢)
y' = sh(z + 1)

y=ch(zx+c)+ e

Ez az altalanos megoldés két szabad paraméterrel. Ugyanaz, mint az el6z6 modon.

1.3. Masodrendii, linearis, kozonséges differencidlegyenletek

Emlékeztetdiil letisztazzuk az elsérendiit: a(x)y’ +b(x)y = c(x). Az egyenlet linearis
y,y',y"-ben, ha

a(z)y” + b(x)y' + c(x)y(z) = d(z)
ahol a(z),b(x),c(x),d(x) adott fiiggvények. Ha a(z) # 0, egyszertibb alakhoz ju-
tunk:

y' +p(x)y + q(z)y = r(z)

Homogén esetben az r(x) = 0, mig inhomogén esetben r(x) # 0. Targyaljuk meg a

homogén esetet;:
! /
y +py +qy=0

altalanos megoldasaban el§jon két konstans (cq, ¢2)
e Ha y megoldas, akkor Ay is megoldas, minden A € R.

e Ha vy, y» megoldas, akkor y; + y is megoldas.

12



Az altalanos megoldéas tehat a kovetkezd:

() + caya(z) = y(x)

13



2. Masodik el6adas

Folytattuk azt, amit az els§ 6ran félbehagytunk, igy én is ezt teszem! A ¢ és
co szintén linearisan szerepel az altaldnos megoldasban. Mivel y; = yo esetben
ay1 + caya = (c1 + ¢2)yp, nem is maradna meg a két konstans, kell, hogy legyen
valami fiiggetlenségi feltétel, hogy altalanos megoldast kapjunk.

Definicio: Az egyenlet két megoldasat alapmegoldasnak nevezziik, ha (y1,y2)

Y1 Y2
olyan, hogy ‘ ‘ # 0. Ezt a dolgot nevezziik Wronski-determinansnak.

/ /

Y1 Yo

yl y2 ! !
W(CE) = =Y1Ys — Y1Y2
Yi Y
Megjegyzések:
e Hayo =y
Y1 Y2 Y1 Ay
Yi Y yi Y

Tehat jol méri azt, hogy nem fiiggenek Gssze.

e Ha a matrix oszlopai linearisan fiiggetlenek <= determinans nem nulla.

Allitas: Ha a masodrendii, homogén, linearis, kozonséges differencialegyenlet alap-
megoldésa 1, yo, akkor az altalanos megoldéas ciy; + coyo.

Felmeriil a kérdés, hogy lehet-e tetszéleges kezdeti feltételhez talalni tetszdleges
c1, co-t, adott yy, yo fliggvények mellett, mely raadasul alapmegoldast is képez? Néz-

ziik példan! A kezdeti feltételeink: y(zo) = yo, v’ (x0) = y). Keressiik meg azokat a

14



c1, ¢ szamokat gy, hogy az ebbdl kapott megoldas kielégitse a kezdeti feltételt.

y(wo) = c1y1(o) + c2y2(70) = Yo

Y (z0) = cryi(wo) + cays(zo) = g

Irjuk fel ezt matrixos alakban!

n (350) Ya(o) C1 Yo
Y1 (zo)  ya(x0) C2 Yo

Hogy ezt meg tudjuk oldani, invertadlnunk kell a matrixot!

1 1 Ya(zo)  —y2(x0) | [0

o) T ey e ) \u

Az invertalds miatt kell a determinanssal osztani a jobb oldalon, ami pont a Wronski-
determinéns az xo pontban. Az inverz a jobb oldalon pontosan akkor létezik, ha ez a
determinans nem nulla. Teh&t, ha vy, y» alapmegoldas, akkor a Wronski nem nulla,

tehat a cq, co-re van megoldas.

e = Ya(@o)yo — y2(x0) Yo
y1(zo)ys(zo) — y2(70)y)

o — n (lﬁo)y(l) - y’l(l’o)yo
? ?Jl(l’o)yé(ﬂfo) - Z/z(iﬂo)yi
yi(2)ya(x0) — ya(2)yi(w0) |, ya(@)y1(w0) — y1(x)ya(z0)

y(@) = i) Fean(e) = yo%(xo)yé(xo) — y2(20)y} (20) yoyl(%)yé(%) — y2(w0)y1 (o)

Megjegyezés: Ha vy, ys adott volt, akkor mindennel készen vagyunk. Nekiink azon-
ban most ez nem elég, mert nincsenek meg ezek a fiiggvények, meg kell talalni &ket.
Ez egy nehéz és nagyon sokszor megoldhatatlan feladat, nincs ra altalanos megoldés.
Vannak azonban esetek, mikor mégis sikeriil megcsinalni. Vegyiik sorra az ilyeneket.

15



2.1. Ismert partikularis megoldas

Ha ismert a homogén egyenlet egy partikularis megoldasa (y; ), akkor az alaprendszer

meghatéarozhato a Wronski-determinans segitségével (yz).

W(z) = y1y§ - y/ﬂn

Ez kielégit egy egyszerii differencialegyenletet:

W' = y1ys + y1Ys — Ysy1 — Yol = Y1Ys — Yol =

Itt kihasznaljuk, hogy yi,y. megoldas, tehdt:yy, + py) , + qyi2 = 0, a fenti egyenlet

tehat a kovetkezSképpen alakul:

= 1 (=ph — qy2) — y2(—pYi — 1) = ... = —pW

A Wronski-determinéns tehat kielégit egy els6rend, linearis, homogén differencial-

egyenleletet:
W' +pW =0
aw
—— +pW =0
dz

Ezt kiintegralva pedig

InW = — /p(x)dx + InC}
W (x) = Cre /P
Bejon tehat egy tetszoleges konstans. Most pedig hasznaljuk a Wronski-t:
W(z) =915 — 1192

16



itt csak vy, ismeretlen, nevezziik el ezt y-nak, tehat yo = y. Igy
1y — yyy = Cre” IPE®

Ez egy els6rendt, linearis, inhomogén egyenlet y-ra. Megoldisa nem més, mint a

homogén altaldnos + inhomogén egy partikularis megoldasa. Kezdjiik el a homogén

megoldésaval:
ny —yy1 =0
Ezt leosztjuk y; - y-al.
V_¥_y
Yy U0

(Iny) = (Iny,)’
Iny=Iny, +1Inc

Az altalanos megoldas tehat:
y(@) = ey ()
Készen vagyunk, most térjiink at az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldéa-

sara. Hasznaljuk az allandok varidlasdnak modszerét!

y = ca(@)y1(z)

Az allandot x-fiiggének tekintem, és megprobalom megoldani az egyenletet.

y =y + e

Most ezt tegyiik be az inhomogén egyenletbe, ami az

ny —yy=w

17



yi(coyyr + coyy) — vhcayn = W

chyi = W(z)

_ [ W)

@@= | o™

Igy az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

y(z) = can(z) + a1

Tehéat: Ha a méasodrendd, linearis, homogén egyenlet egy megoldasa ismert (y),
akkor a téle fiiggetlen yo megkaphato.

e~ f2 p(z")dx’

le) = (o) [ o

vi ()
igy maga az altaldnos megoldas is megkaphato. Megjegyezziik, hogy az eredeti
y1(z) megoldas tgy kaphato meg, ha ¢; = 0 és co = 1. A ¢; szabad konstans
a Wronski-determinansra vonatkozo egyenlet integralasakor jott el, a co az yo-re
vonatkozo elsérendi differencidlegyenlet integralasakor. A masodrendd egyenletet

visszavezettik két elsgrendiire.

2.1.1. Példan keresztiil

Legyen a differencialegyenletiink:

y" 4+ 2xy + 2%y =0

18



Mi az altalanos megoldas? Ez egy homogén linearis, masodrendi egyenlet. Tudjuk,

hogy p = 2z és q = 2%, ez viszont még kevés, igy nem tudjuk megoldani. Va-
42

laki azonban megsug nekiink egy partikularis megoldast: y;(z) = e2 . Elszor

ellendrizziik le, hogy ez tényleg megoldas-e?
2
yr= (2 +1)e=""

g2 22 —a?
Y =—e2 P p(—ox+1)?e2 M= =x(r—2ez ™

Ezt most helyettesitsiik be az egyenletbe. En nem from ki az egészet, gondolom

mindenki be tudja helyettesiteni, a legutols6 alak:
a2
e2 (? =22+ 22 +2%) =0
Tehat minden oké! Nézziik a Wronski-t.

W'(z) +pW =0

W'+ 22W =0
d
WW = —2xdx

InW = —22 + InC

Tgy pedig

2

W(z) = cie™®

Ez nekiink remek, mert nem nulla! Vezessiik be az y = 5 jel6lést és menjiink tovabb.

Wronski:

2

ny — Yy =ce”

19



A jobb oldal maga a Wronski! Oldjuk meg elGszér a homogén részét, de mivel egy

ugyanilyet csinaltunk mar, csak lefrom, hogy:
2
ez 1T

y(x) = coyn(x) = co(x)

Most attériink az inhomogénre! Ismét derivalni kell, hiszen az allandok varidlasanak

modszerét alkalmazzuk.
)
eTxJ’_x

yi(r) = ca(x)yn(x) = co(2)

2
i) = chla)e T 4

Nem irom ki a tobbi tagot, hiszen csak a co-ben derivalt fog megmaradni. Vissza-

irunk mindent szépen az eredeti helyére.

Ebbé6l megkapjuk ¢, fiiggvényt, amit visszaintegralva

Cl _g, =2 C1 —z=_
Co(r) = ——e e T = ——e72

A teljes megoldas tehat

2
—x
) x

)
y(z) = coe 2 T 4 ce

2.2. Masodrendd, linearis, inhomogén differencidlegyenlet

Az egyenlet, mellyel foglalkozni kell:

y' +p(x)y + q(z)y = r(z)

20



Persze, ezt is tigy kell megoldani, mint az ilyeneket szokas. Vessziik majd a homogén
altalanos megoldasat, ahol a két (y1, y2) alapmegoldast alkot és itt bejon a két szabad
konstans, plusz az inhomogén egy partikuléris megoldasat, ahol nem lesz tetsz6leges
konstans. Itt is az allandok varidlasanak modszerét kell alkalmazni!
yi(x) = cr(z)y () + ca(z)y2(z)
yi(z) = i (@)y(x) + cr(@)yy (x) + c(x)y2(x) + ca(x)ys(2)
yi () = cf (@)yr(2) + 2¢19 + ea(@)yy () + G (x)y2(w) + 2k + ca(2)y ()
Vegyiik észre, hogy ugyantgy, mint az elébb, itt is x fiiggének tartjuk a konstanst

és probaljuk megoldani az egyenletet. Ezeket az y-t, y'-t, y”-t helyettesitsiik be az

egyenletbe.

A (z)y () + 21y) + ar(2)y] (z) + 5 (2)y2(x) + 2¢hys + c2(x)yy (x)+

Pl @)y (@) + cr(@)yr (2) + c5(0)y2() + ca(w)y ()] +
q[er()yr () + (@) ya(x)] = 7

Ezt alakitgatjuk egy kicsit, mig eljutunk a kovetkez6 alakig

Ay + 2y + Gys + 2hys + p(cyn + i) =1

Mivel p tetszéleges lehet, kéveteljiik meg, hogy

iy + caya =0

tovabba azt, hogy
iYL+ ciy) + yz + cyyy =0
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Alakitsuk tovabb az egyenletet ezekkel a kikdtésekkel
(ciyn + iy + cyyn + chph) + (g + chys) =7
Az el6z6 kikotésekkel pedig
Ciyy + Yy =7
chyr + cay2 =0
Ez atirhato matrixos alakba:

Y1 Y2 e 0
n vy ) \ 4 1
Mivel a két y mar tisztdzottan alaprendszert alkot, nem kell vizsgélgatni, a determi-

nans nem nulla, tehat az egész invertalhat6. En ezt mar nem irom le kiilon, hiszen

ugyanaz az eset, mint egy fejezettel feljebb, a végeredményt viszont leirom. A két

fiiggvényre:
L)
! W (x)
)
L W(a)

A végeredményhez ezeket ki kell integralni x szerint. Az inhomogén egyenlet alta-

lanos megoldasa tehat:

y(z) = ciyr + cayz — i (2) /m %dﬂ +yo(a) /w n@)r(@)

Ne felejtsiik el, hogy 1,y az alapmegoldas a homogén egyenletbdl.
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3. Harmadik el6adas

3.1. Green-fiiggvény

Mire is hasznalom? Ha van egy masodrend, linearis, inhomogén differencidlegyen-

letem peremfeltétellel
y(a) = 0=y(b)
, akkor jo triikk a Green-fiiggvény modszer. Nézziik az egyenletet a peremfeltétellel
egyiitt:
y' oy tay=r
és
y(a) =0 =y(b)

Az 91,y ismert a homogén egyenletb6l. Az inhomogén altalanos megoldasa:

y(x) = ciyr + a2 + fr(@)yi(z) + fa(2)ya(r)

Az egyenlet végén 16v6 fi(x)y: (z)+ fo(x)y2(2) tag az inhomogén egyenlet partikularis
megoldasa, ahol f; és fy tagokat az allandok varidlasdnak modszerével kaptuk meg
gy, hogy

fiyi + foya =0

A+ fah=r
Ezt attessziik métrix alakba, majd valami hasonléra jutunk:

yi(ro) walzo) | [ f1 0

vi(o) wa(wo) | \ o r
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Ezt alakitgatjuk, hogy kihdmozhassuk belSle az f| és f} értékeket. Lényegében csak

invertalni kell és meg is vagyunk. A keresett egyiitthatok:

o —yQ(:L“)T(ZL“)
fl - W(l’)

és

) - @@

Ezt még persze ki kellene integralni, hogy tényleges eredményt kapjunk

B “ya(a)r(2’)
fl("”)__/ W (a) de
 [Tp@)r()
f2($)—/ de

Ezeket a fiiggvényeket kell belehelyettesiteni az inhomogén egyenlet altalanos meg-

oldasaba, ami igy a kdvetkezd alakot oOlti

y(@) = ey (x) — caya(z) — () / x %dﬂf + ya(2) / ) g,

Ne feledjiik, hogy az (y1, y2) egyeldre tetszileges alapmegoldas. Mivel minket a

peremérték probléma érdekel,

Ezért kossiik ki, hogy (y1,y2) legyen olyan alapmegoldas, ami valamilyen egyszert

kezdeti érték problémat elégit ki. Példaul:
yi(a) =0

yi(a) =
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y2(b) =0

Ya(b) = v2
Az 1y és yo most mar fixalva van. Megjegyezziik, hogy az y; és ¥ a homogén egyen-
letet elégiti ki, az y pedig, amire a peremérték problémat kir6ttuk, az inhomogént.

Keressiik meg ¢y és ¢y értékeket tgy, hogy a peremérték fennalljon. Amit kere-

stink, a kovetkezs: y(a) = y(b) = 0. Neézziik

Az utolso egyenldséget kirottuk a feltétel szerint. Kikotjiik tovabba azt is, hogy

b / /
zr(x
y(®) = exn (b) — 3 (b) / w@)r@) o
Ez a két feltétel lehetGvé teszi, hogy megtalalhassuk c; és c¢o konstansokat, mégpedig

Cl—/ W((L’/) d

[ n@r@)
Cy = / W(m’) d

Az inhomogén egyenlet peremérték-problémat kielégité megoldasa

(@) = (o) [ O sy [ (2) L

ya()r(a) pr(@)
_yl(aj)/ W () ———dzx +y2(33)/ W(l”)

Alakitsuk tovabb az egyenletet



| [ 0 [ 4]

Emlékezziink meg arrol, hogy fabf(x)dx — [7 f(z)dx = fcbf(:c)d:c

= y1(x)/ —yg(z’)r/(x’)dx, — yo() /a —ylg/:;:/’)r(x’)dx, =

Az tortént, hogy az y; és ys bejott az integral jel ald. Hogy néz ki a végeredmény?
Ugy kapom meg, hogy elmegyek a-tol z-ig, majd onnan a b-ig. Ha az a < 2/ < «,
akkor 2091 ha a7 2 < 2 < b, akkor pedig L2l

W (') W (')

Tehat az egészet felfoghatom dgy, mint

b
y(x) = / G(z,z")r(x")dx'
ahol G a Green fiiggvény, amire teljesiil, hogy

%,haa<x’<x

G(r,2") =
@y @) pa oo 0l < p
W)

Megjegyzések:

e A G(z,2') Green fiiggvény csak a homogén egyenlettdl fiigg, tehat r-tdl fiig-
getlen. Ez jo, mert kiillonb6z6 r-ekre a G ugyanaz. Tehat, ha van mondjuk 5
egyenletem, melyeknek a homogén tagjai ugyanazok, csak egyszer kell kisza-

molnom G-t és aztan ezt megszorzom a kiilénbo6z6 r-ekkel.
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e Volt egy (y1,y2) homogén egyenletbdl szarmazd megoldasom, kezdeti feltétel-

lel; kaptam y inhomogén megoldasat, peremfeltétellel.

o Az elején leszogeztiink par dolgot. Nevezetesen yi(a) = 0, y1(b) = 0, yi(a) =
v1, Yh(b) = vo. Ezeket fixaltuk az elején. Fiigg valami attol, hogy mit va-
hogy a szdmlaloban és nevezGben is y; és yo szorzata van. Ha a vy és vy ér-
tékeket megszoroznam pl. Ay és Ao konstansokkal, akkor az egész megoldas
megszorzodna vele, hiszen linearis egyenletiink van. Mivel kirottuk azt, hogy
yi(a) = 0, y1(b) = 0, igy a szamlaléban és nevezében ugyanazzal a A-val
kell szorozni, tehat 6k kiejtik egymaést, tehat a G(x,x’) nem valtozik. Ha

(v1,12) # 0 = G nem fiigg tole. Igy megkdvetelhets, hogy

yi(a) =0
yila) =1
ya2(b) =0
Yo(b) =1

e Elképzelhets olyan degeneralt eset, hogy yi(a) = 0, yj(a) = 1 megkivetelése
mellett véges C konstansokra lehetséges, hogy nem miikodik. Ilyenkor y;(a) =
/

0 ,yi(a) = vy, y2(b) = 0, y4(b) = vy-t kell kikotni és megmondjuk azt is, hogy

v; # 1. Nem baj, ha fura szdmokkal dolgozunk, hiszen a végén ugyis kiesik.

e yi1(a) =0 yi(a) = 1-et megoldva tetszéleges a-ra az ys rogton adodik, csak az
a-t kell kicserélni b-re.
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b
y(x) = / G(z,z")r(x")dx'
A Green fiiggvények hasznosak mas lineéaris problémakban is, példaul parcialis

differencidlegyenlet-rendszereknél.

e Azért is j6 még, mert y(z) linearis r(x)-ben.
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3.1.1. Példan keresztiil
A vizsgalandé egyenlet legyen a
-y +o(z+1)y —y==x

Hogy kénnyebb legyen kezelni, leosztjuk x?(z — 1)-el.

//+ I+]~ / 1 o ]_
I A Y

z(r—1
Igy a p, g és r részek mar szépen felismerhetSk. Ennyi informacioval nem tudjuk
megoldani ezt az egyenletet, 4&m ekkor jon a kis segédiink és megsigja, hogy a

homogén egyenlet egy megoldasa:

Keressiik meg azt a megoldast, ami eleget tesz a peremfeltételnek:

y(1/2) = y(1/4) =0

Tudjuk, hogy

W' +pW =0

Ezt a differencidlegyenletet konnyen megoldhatjuk, hiszen szétvalaszthato tipusa. A

p helyére beirjuk annak értékét, szétvalasztjuk, kiintegraljuk.

My,
w o z(z —1)

T

W(l’) = Clm

A homogeén egyenlet megoldasa tehat: y, = coyi(x)
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Az inhomogéné pedig y; = co(z)y1(x), tehat ismét az allandok varidlasanak mod-

szerével oldjuk meg!

, x? 1T
Co

R e

Ebbdl cy(z) = & és cp(x) = c1ln(x)

X

T
)
:L‘—1+Cln(x>x—1

y==0C
Ne feledjiik, hogy itt a ¢, mellett allo6 dolog az y;, a plusz jel melletti els6 rész, az

pont a co. Ebbdl a megoldasbol kell kikeverni azt, ami kielégiti a kezdeti feltételeket,

mert ez azt sajnos még nem tudja. Azt rottuk ki, hogy y(a) = 0,vy'(a) = 1.

v ! [c2 + c1ln(x)]

y(r) =

Vegyiik figyelembe, hogy a kezdeti feltételiinkbsl keressiik azokat a c-ket, melyek

azt kielégitik, tehat a c értékek is a fiiggGek lesznek. Ezzel a tudassal

y(@) = —— le2 + crln(a)]

Ez viszont nulla, tehét

co = —ciln(a)

A masik feltételhez derivalni kell y-t. Nem fogom ezt végig irni, mert az el6adason

sem tettiik meg.
1 x

y'(z) = —mclln <E> +

Ebbél kiszedhets, amit kerestiink: ¢, = a — 1 és ¢3 = (1 — a)ln(a). Igy felirhato a

&1

z—1

kovetkez6
yi(z) = " i I (1 —a)ln(a)+ (a—1)in(x)] = - f . (a—1)in (g)
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X

ya(z) = (a-gm(%)

r—1

Megjegyezziik, hogy a = 1/4 és b = 1/2. Megkaptuk a homogén egyenlet olyan
alapmegoldasat, ami a pont jo kezdeti feltételt tudja. Ebbdl mar lehet Green-t

szamolni. Viszont, ehhez elsGsorban kelleni fog a Wronski-determinans is!

(a—1)(b—1) b

o I r_ _ N\ W, Y
W(x) =yys —yoy; = ... = @ @1 lna

Persze most is lesz a Green-fiiggvénynek a két valtozata:

)
—2 (b-1)in(z/b) £ (a—1)In(z’ /a)
a—1)(b—1)in(b/a)

,haa< o' <z

!
e

—2 - (a—1)ln(z/a) £~ (b—1)In(z’ /b
a—1)(b—1)In(b/a)

),hax<x’<b

!
(@

Erdemes a fiiggvényeket meghagyni paraméteresen, tehat meghagyni a-nak és b-nek,
mert, ugy latszik, hogy mit-mire kell lecserélni. Ugye az van, hogy mindig elég az
egyiket megcsinalni a Green-nél, hiszen a masik ugyanaz, csak mindig cserélgetjiik

az a-t b-re. Kicsit kiegyszertsitjiik a dolgot, hogy egyszertibb legyen hasznalni.

p

In(z/b)In(z’ /a)(z'—1) %
Tn(o/a) Lhaa<a <z

In(z/a)ln(z’ /b)(z' 1) 25 /
k =00 yhao <2’ <b

Megvan a Green-fiiggvény! Igy nekiugorhatunk az y-nak.

y(x) = / G(z,2")r(2)dx' = y(z) = /96 G(z,2")r(2")da' +y(z) = / G(z,2")r(x")dx'

o
z(z —1)

r(z) =
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Helyettesitsiink be mindent szépen:

y(x) = é [/j ln(%)ln(%)(xl — 1)$ f 1:5/(95/1_ 1)dx,} N
e [ [ -0

Itt fejeztiik be miltkor, innen folytatom...
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4. Negyedik el6adas

4.1. Green fiiggvény tovabbi tulajdonsagai

—yz(xw)(y;,()z/), haa <2 <z

G(x,x') =

y1(x)y2(z) /
W ,hax <o’ <b

\

Szeretnénk megvizsgalni a fiiggvény menetét. Els6 korben értelmes a kérdés,
hogy folytonos-e x = z’-ben? Ehhez meg kell vizsgalnunk ennek az x pontnak a
kornyezetét. Vesziink egy megfelelGen kicsi € értéket, és ezzel vizsgdlodunk. Termé-

szetesen megyiink majd jobbrél és balrol is bele az x-be.

G(r,z—¢) = y2(VV$)éyx1(f5—>E) —(c—0) = yd{;ﬁ/)é;;)(lf)
G(r,x+¢)= yz(:vm/)(il(f;g) — (e —0) = yl(VxV)(y;)(x)

Kijelenthet6 hat, hogy x ugyanaz az érték, fiiggetleniil attol, hogy jobbrol, vagy bal-
rol konvergaltunk bele. A G(z, ') tehét jol definialt, hiszen mindegy, hogy jobbrdl,
vagy balrol megyek bele. A G(z,z') folytonos ' = x-ben. Ezt abbdl tudjuk, hogy

nincs ugrasa, viszont x-nél van benne torés, mert a derivalt ugorhat!

4.1.1. Derivalt folytonossagok

Szeretnénk megnézni a derivaltak folytonossagat, hiszen ezt fontos tudni. Nézziik,

hogy %ﬁ’x/) folytonos-e x = x’-ben? Ne feledjiik el, hogy csak egy argumentumot
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derivalunk és ez az x. Az 2’ békén van hagyva.

Ga)|  _ dp@nE)]  h@une)
dx z'e(a,x) d[li' W( /) z'e(a,x) W(ZU/) z'e(a,x)
dG(z, 2') _ d yi(x)ya(a) _ n(@)ys(2)
dx z'e(x,b) dx W(m’) x'e(x,b) W(.T/) z'e(x,b)
Rendben, ezek utan nézziik meg, hogy a két derivalt egyenl6-e?
dG(z, z') _ dG(z, ) _ @)y (@) GG _
dx z'e(a,x) dx z'e(x,b) W(SL”) z'e(a,x) W(f’) z'e(z,b)

Most elevenitsiik fel, hogy az ' nem méas, mint az x — ¢ és x + ¢ értékek és azt se

feledjiik el, hogy az epszilon nulldhoz tart!

Hiszen ami a két szamlaléban van, az nem mas, mint a Wronski-determinans de-

M—nek ugrasa

finicioja: yh(z)y1(x) — vi(x)ya(z). Kimondhatod tehat, hogy a
van © = 2’ helyen, hiszen az érték, amit kaptunk, nem nulla. Mi a helyzet a
méasodik derivilttal? Ha egy olyan fiiggvényt derivalunk mésodszor, ami az elsé
derivaltjaban ugrik, akkor a masodik valészintileg végtelen lesz. Helyettesitsiik be
a Green-fiiggvényt egy masodrendi differencidlegyenletbe. Hogy miért tessziik ezt,

azt még nem tudjuk, de nemsoké kideriil. Az egyenlet legyen 3" + py’ + qy alaku.

Helyettesitsiink.

d2

—G(z,2") —i—p(oc)E T

dx? dx ( 7$,) + q(z)G(z, x') =7

Hogy konnyebb legyen az életiink, vezessiink be egy 1j jelolést:

2 d d2 d
i p(w)@y tay= |5t p(x)% +q(z)| y(x)
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Ez a szogletes zardjelben szerepld kifejezés egy masodrendii differencial operator,

ami 2-ben operal. Irjuk ki ismét, mirél is van sz6 és nevezziik el valahogy. Legyen

d? d
K = F) ‘HU(I)% +q(x)

Az inhomogén egyenlet ezzel felithatd a ky(x) = r(x) forméban, tehat sokkal egy-
szertibb lesz kezelni a dolgokat!
Ha a Green-fiiggvényre alkalmazzuk ezt, akkor mi van? Kiilonboztessiik meg

eseteinket.

e Elsgként azt, ahol 2'¢(a, x)

n @) (sy)(@)yi(r)  (yy +pys + qye)(@)yi(z)
T (7 W) !

Ugye értjiik, hogy miért yo-re mészott ra a k7 Hiszen megheszéltiik, hogy csak
x-ben operal és pont y, az x fliggd. Az, hogy nulla lett az eredmény, azért

van, mert y» a homogén egyenletet kielégiti.

e Most a méasik esetet vizsgaljuk, ahol x’¢(z, b)

N yi@ye(@)  (ky)(@)ye(z)
kKG(z,2') =K W) W) =0

Hiszen g, is kielégiti a homogén egyenletet.

Vegyiik észre, hogy kG(x,2’) = Oha ' # x. Kérdés azonban még, hogy mi van
akkor, mikor x = 2’7 Ennek eldontésére ki kellene szamolnunk egy ilyen integralt
(hogy segitsek magamon, bevezetek két roviditést. Legyen A =+ és B=1x —¢.

Ervényességiik ez az alfejezet.):

A A

4 p(x) [G(x,x’)r; + / o(2)G (. ')’ —

B

AmG(m,x/)dx’: 4 G o)
/ gzt

B B
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Ugye, a megoldasban elkiiléniil harom rész, hiszen szandékosan igy irtam. Az elsé
egy lesz, mert ott a derivalt ugrédsa miatt egyet kapunk, ezt el6bb kiszamoltuk. A
mésodik nulla, hiszen mikor beirjuk a behelyettesitési értékeket, megkapjuk, hogy
a fiiggvény kiilonbsége nulla, hiszen ott folytonos. A harmadik tag (az integréalos)

pedig azért nulla, mert az egy nulla szélességl integral, tehat
=1404+0=1
Eszrevételek
° f; kG(z,2")dx’ = 1, ha epszilonnal a nulldba tartunk.
o kG(z,2') =0, haaz z # '

o kG(z,2") = d(x — 2'). (Dirac-delta)

A Green-fiiggvény moédszerének osszefoglalasa

Adott a differencidlegyenletiink és a hozza tartozd peremértékek.

v +py Fqy=r

Keressiik az y fiiggvényt, merre y(a) = y(b) = 0. Valaki jon és segit nekiink egy
homogén egyenlet megoldéassal, mert mashogy nem menne, tehat kapunk egy y;(z)

tippet.
e Kiszamoljuk a Wronski-determinénst.

e y1y — yy; = W egyenletb6l megkapjuk y = yo-t.
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Ezek alapjan megvan az (yi,y2) alaprendszert.

o y1 = {y(x),y (a) = 0;4y'(a) = 1}

y2 = {y(z),y (b) = 0;¢'(b) = 1}

e Ebbdl mar dssze lehet rakni a Green-fliggvényt:
y2(z)y1 (') '
/ W) yhaa <2 <z
G(z,2') =
n@ya@) pa g gl <
W(z')
, . . , < b / / /
o Nem marad mas, mint az inhomogén egyenlet megoldasa: y(z) = [ G(x,2")r(z)dz

4.2. Euler-féle differencidlegyenletek
Az altalanos formula a kovetkezd

az®y" + bry' + cy = r(x)

ahol a,b, c valos allandok. Maéasodrendii, linearis egyenletekrél van sz6, melyek le-
hetnek homogének és inhomogének is, attol fiiggden, van-e r(x) a jobb oldalon.
Az (y1,92) alaprendszer megkaphato, s6t, eddig? tudnom kellett az egyiket, hogy a
méasikat megkaphassam, most nem kell. Emlékeztetdiil irjuk ki az elsGrendi esetét
ezeknek az egyenleteknek

d
ar—y + by =0
dz

A homogén eset megoldasa pedig y;, = ¢ volt.

2A Green-fiiggvényeknél
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4.2.1. Homogén eset

az®y’ +bxy +cy=0

Keressiik az y = £ megoldast, ezért behelyettesitiink az egyenletbe.

Ezt behelyettesitve az egyenletbe: aa(a — 1)zar + bax® + cx® = 0, amit leosztunk
z*nal. Ebb6l a kivetkezs jon ki: aa? + a(b — a) + ¢ = 0, amit atrendeziink és

eljutunk a végeredményhez
ac® +ab—a)+c=0

Ebbdl tipikusan két gyokot kapunk:

a—bx/(b—a)?—dac
2a

Q12 =

Harom alapvet§ esetet kiilonboztetiink meg. Vegyiik ket sorban!

1. Két valos gyok

y1(z) = x* valamint yo(x) = 22, W #0

«aq a2

Y1 Y2 x
W(zx) = =

/ / a]—
Y1 Yo a1z

(g — ay) g™rto2l oL

Qoxr™? ™
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Persze, ez akkor igaz, ha oy # ao
Alaprendszeriink:
(1 = 2™, yo = %)

A homogén egyenlet altalanos megoldasa tehat

y(x) = Crz® 4 Coz®?

. Egy valos gyok (degeneralt eset)

«

llyenkor o = a1 = . Az egyik megoldast tudjuk: y;(x) = z®, ebbdl meg

tudjuk hatarozni a masikat. Ezzel foglalkoztunk eddig, a Wronski-determinans
segitségével megkaphatd az y,. Mi azonban bemutatunk egy masik, 1j mod-

szert:

aop=a,ap=a+¢ee#0

y = Ci7* 4+ Coz™te

A kettd kiilonbozik, tehat fliggetlenek. A kiilonbség is megoldés, mert linearis

az egyenlet, le is oszthatom epszilonnal, akkor is megoldas lesz.
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Ezt most szépen sorba fejtjiik és a vége az lesz, hogy
zIn(z) + O(e)
viszont mivel az ¢ — 0 hataresetet vizsgaljuk, a szamolasunk vége
= z%In(x)
A két megoldasunk tehat
yi(z) =x
ya(x) = z%In(x)
az (y1,y2) alaprendszer, ha a gyokok egybeesnek.
. Komplex konjugalt parok
A két gyokiink a kovetkezs
ap = B+ 1y
ap = — iy

Legyen megoldas a

yp = ™ = 27t

Yo = 2% = B
Az a gond, hogy valés fiiggvényre komplex megoldast kaptunk, hiszen az = és
y valésak voltak. Viszont ha megnézziik, hogy az egyik megoldasunk az z%+%7,
a masik pedig a 2%~ kijelenthetjiik, hogy az 6sszegiik is megoldas, ez pedig

mar valos.

P B = B [e”ln(m) + e_“l”(x)] = 2%2cos(yIn(x)) = y1 ()
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4.3.

Ez az egyik megoldéds, ami valos, hiszen ennél lényegében a "valos részt vet-
tiik".

A kiilonbség is az, de ez tisztan képzetes, ezért az egészet le kell osztani i-vel,
hogy val6s legyen.

xﬁ“!‘z'y — xﬁ_i'\f

; = ya()

VY Y
yy = 2’ (u) = ... = 227 sin(yin(z))
i

Konstansok nem is kellenek. A két megoldas tehat:

y1 = 2Pcos(yin(zx))

yo = 2P sin(yin(z))

Ez pedig az Euler-féle homogén masodrendi differencidlegyenletek alaprend-

szerét képezik akkor, ha a gyokok komplex konjugalt péarok.

Masodrendti, linearis, valtozé egyiitthatéju differencial-

egyenletek megoldasa sorfejtéssel

Az alapegyenlet, amibdl kiindulunk:

y' (@) + p(x)y () + q(2)y(x) = r(z)

Az y(z)-et Taylor sor alakjaban keresem

y(x) = a? Z Craz™
m=0
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Vegyiik észre, hogy xP-t6l indulunk, nem konstanstol, tehat 2 (Taylor sor) alakban
keressiik a megoldast. Tudni szeretnénk tehét a C,, és p értékeket. Szorozzuk vissza
az Y’ elé, amit eddig mindig leosztottunk, de valahogy tgy, hogy minden polinom

legyen, ne legyen benne tort.

a(z)y”(z) + b(x)y () + c(x)y(x) = d(z)
, ahol a(z),b(x), c(z),d(x) polinomok.
Nézziink egy példat:

4ay" + 4wy + (2 =Dy =0

o0 o0
x) = 2¢ E Cx™ = E C,,xmra

alakti megoldast keresiink. Meg kell hatarozni az egyiitthatokat!

_ Z(m _‘_q)xmﬂz*l

m=0

Zm+q m+q_1)c m+q—2

2”—4Zm+q Y(m+q—1)Cpa™t
m=0
4§: m+q m-+q
m=0
(z° = 1)y = Z a2 Z C, ™t
m=0
4i(m+q)(m+q—l)6’ m+q+4z m+q)C. m+‘1+ZC A ZC "

m=0 m=0

Osszegyiijtjiitk az z-ben kozos kozos hatvanyokat:

m=0

42



C5=0
0_1:0
[Am+q)m+q—1)+4(m+q) — 1] Cp + Cpo

Kiemeljiik 4(m + g)-t

[4(m + q)* = 1] Cry + Crs

2(m+q)—1)(2(m+q)+1)Cp, + Cprie =0

Cm72

O = @mt g DMt 1)

Persze, kossiik ki, hogy m > 2, mert igy m nem negativ. Abban az esetben, ha
m < 0, akkor m = 0 esetén 4¢°> — 1 = 0, m = 1 esetén pedig 4(1 + ¢)> — 1)C; = 0.
Ebbdl a két egyenletbdl mar meghatarozhato a g érték, a tobbibdl pedig a C-t tudjuk
meghatarozni.

Jegyezziik meg, hogy alacsony hatvanyokbdl (m = 0,1,2)hatarozzuk
meg a q értéket, majd ¢ fix és a magasabb, végtelen sok hatvanyboél ha-

tarozzuk meg C -ket rekurzivan.
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5. Otodik elsadas

5.1. Specialis fiiggvények
5.1.1. Bessel-fiiggvények

Nézziik a kovetkezot:

2y +ay + (2* —p’ly =0 (1)

itt p egy altalanos konstans, amire egyenlére nem kell semmilyen kikotés. Ez egy

méasodrend(, homogén, linearis differencidlegyenlet. Az 22 nélkiil Euler-féle lenne.

Nem tudunk partikularis megoldast, szoval sorfejtést kell hasznalnunk.

(Megjegyezziik, hogy valaki megstugta nekiink, hogy az elsé tag z? alaku legyen.)
Derivaljunk {igyesen
Y (z) = paPtu + 2P/
y'(x) = p(p — 1)aP2u + 2paP~ '’ + 2Pu”
Ezeket be kell helyettesiteni az (1) egyenletbe:
p(p — DaPu + 2paP T’ + 2P P20 + 2P + (2% — p?)aPu = 0
Osszeszedjiik a tagokat
P2y 4+ 2P (14 2p) +uaP(p(p — 1) +p+ 2 — p?) =0
Ezt most leosztjuk szépen xP-el

*u” 4+ zu' (1 + 2p) + ur? =0
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Most pedig leosztunk z-nel is.

zu” +u'(1+2p) +ux =0

Most szedjiik 6ssze mit fogunk hasznalni:

u(z) = i Crpz™
m=0
u'(x) = i mC,x™ !
m=0

m=0
oo
ru(x) = Z Cppz™
m=0

Osszegeztiik mivel dolgozunk, irjunk be mindent a helyére:

i m(m — 1)Cprz™ ' + (1 + 2p) i mCpz™ ! + i Crpz™ =0

m=0 m=0 m=0
Nem marad mas, meg kell nézni, hogy mindegyik ugyanarrol a hatvanyrol indul-e?
Ha nem, akkor az alsokat kiilon kell kezelni. Mikor az 2% egyiitthatojat nullava

tessziik, a kévetkezének kell teljesiilni:
(1 + 2p)01 =0
Hozzuk az 0sszes tagot x™ alakra:

Zm—l—lmCmH:z: + 1+2p2m—|—1 'ma1 T +ZCm+1:1: =0
m=1 m=1

m=1
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Ezek a lépések nem trividlisak és nagyon konnyen elronthaték. A sikeres ZH érde-
kében érdemes otthon megcsindlni néhdany ilyen feladatot.. Folytassuk, gytjtsiik be

a tagokat.

> @™ m(m+ 1)Crngr + (14 2p)(m + 1)Chgy + Crumy] = 0

m=1

Minden koefficiensnek nullanak kell lenni, hogy ez az egyenl&ség teljesiiljon.
m(m+ 1)Crpr + (L4 2p)(m+1)Croi1 + Crig = 0,m > 1

(m+1)Cha(m+2p+1)+Cpriy =0

m—1

(m+1)(m+ 1+ 2p)

Cm—l—l -

Annak érdekében, nehogy nullaval osszunk, ki kell kotni, hogy m+ 14 2p # 0, tehat
m > 1 esetén p # —1 — m. Ne feledjiik el, hogy az m = 0 esetre is volt mar egy
relacionk, miszerint

(2p+1)e; =0

p#1/2

ebbdl pedig a ¢; = 0. Mivel ¢; =0 — ¢3 =0 — ¢5 = 0, megkapjuk, hogy

Com+1 = 0
Mit mond nekiink a cq?
Co Co
C2 = — = —
2(2 + 2p) 4(1 + p)
c 1 Co

C4: . =

4(1+p) 4(4+p) 4(1+p)42(2+p))
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Co 1 .
A1+p)4-2-2+p) 6(6+2p)

Cg = —

Ebbdl valahogy kikombinaljuk az altalanos rekurzids formulat co,-re.

o (=1)™co _ (=1)™co _
T2+ 2p)4(4 4 2p).2m(2m 4+ 2p)  2mmI2m(1 + p)(2 + p)...(m + p)
(_1)m00 - CQm

- 22mm!(1+p)(2 +p)...(m + p)

CQm—i—l =0

Mivel kikotést tettiink a p-re, nem fordulhat els, hogy nulldval osztanank.

00 0o
m 2m
= E Cprx™ = E Copx™ =
m=0 m=0

-3 ST
2mm'1+p (m+p)

= () e
—C i
0; m!(1+p)...(m+p)2
u-ra kaptunk egy megoldast, és egy szabad paramétert, tehat rajottiink, hogy az
alaprendszer két fliggvényébdl az egyik Taylor-sorba fejthets 0 koriil, a méasik pedig

nem (hiszen akkor arra is kaptunk volna szabad paramétert®) Hogy megkonnyitsiik

a dolgunkat, bevezetjiik a gamma fiiggvényt.
I'(z+1)

Ertéke pedig 2!, ha z egész szam, analitikus kiterjesztés, ha z ¢ N

['(z2) :/ e 'ttt
0

3Hiszen masodrendd egyenletre két paramétert var az ember fia.
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Innen pedig I'(z + 1) = 2!, ha z egész.
Allitas:

Llp+1)(L+p)..(m+p) =Tp+m+1)

Flp+m+1)
L+p).(m+p) =—o—?

(1 +p)...m + p) T+ 1)

Ezzel a gammaval lehet egyszertisiteni.
. _ 1
TudJUk, hOgy Cy = W
S o
frg p — —_ — J
y(@) = 2"u(z) — ml(p+m+1)2 b()

Ez nem mas, mint egy J,(z) = p indexti Bessel-fiiggvény. Azért kellett neki 1j név,

mert nem lehet zart alakban kifejezni. Ez egy els6faji, p indext Bessel-fiiggvény.

Ugyan a negativ, egész p = —n értékek ki voltak zarva mar, most viszont nézziik
meg mi van, ha p = —n.
Allités:
1 1

= — 0
Fp+m+1) I'(-—n+m+1)

ha n egész értékhez tart, hiszen a I'(z) polusai pont a negativ egész szamok.

W)=Y i (3)

Ebbdl a sorbol egy csomo tagot el lehet hagyni, hisz negativon nullat adnak!

Tale) = m!r(—(;i)jn 1) (g)mn

m=n

Ez volt a Bessel, negativ n-re. Toljuk el az 6sszegzé indexet!

> )m+n T\ 2m+n
Z m+n'Fm—|—1)<2> N

m=0
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cseréljiik ki a faktoridlist a gammaval

E:O I'(m + nn:—n <§>2m+n - (_1)711;:0 m'F((_l)m <E>2m+n -

m+n+1) \2

= (=1)"Jn(x) = Jon(2)

Ez azt jelenti, hogy a negativ indexti Bessel egyenls (—1)

- pozitiv indexti Bessellel.
Tulajdonsagok:

e Konvergens 0sszeg.
e Analitikus p-ben, z-ben J,(z)

e Hap ¢ Z,J,(x),J_,(x) fiiggetlenek.

e Hap ¢ Z,(J,(x),J_,(x)) alaprendszer.

e Egész p esetén tovabbra is csak egy megoldas maradt!

Generator fiiggvény.

6ix cosp __

+22J x)i" cos(nep)

e J,(z) csak akkor irhato fel elemi fiiggvények segitségével, ha p = n+1/2. Erre

irunk par példat:
Tyale) =y = sinz)
x) =4/ —sin(z
1/2 .
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/ 2
J,1/2 .’E
7T$

2 smx

Jaja(w) = — cos(x)

™ T

2
e /_ _ sin(x _ cos(z)
x

e p € Z esetén csak egy megoldasunk van. Kérdés, hogy mi a masodik?

Jp(x) cos(pm) — J_p()

N, = Z
p(x) Sin(pﬂ') P ¢
ilyenkor, p — n esetén, a L’Hospital szabaly szerint
1 [0J,(z) 0J,(x)
N,(x) = = | 22 — (—1)" =2
@)= | =25 - =g

Allitds: p = n,p € Z alaprendszert alkot (J,,(x), N,(z)), tovabba N_,(z) =

(=1)"Na(z)

e A modositott Bessel fiiggvény:

o0

. pr i 1 T p+2m
I —e 5 J(e2x) = Z
Az I, egy differencidlegyenletet elégit ki:
BBty =0
dx? d

Tehat, y(x) = I,(x).
e Ha p ¢ Z, akkor I,(x), I_,(x) alaprendszer.

e Ha p € Z, be kell vezetni a harmadfaji, moédositott Bessel-fiiggvényt.

™

Ky(r) = () = I ()]

2sin(pm)
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Ha p =n,p € Z, szintén L’ Hospital szabaly alkalmazasaval

(=D)" [ 0L p(x) _ Ol(x)

Kon(z) = 2 op op

Az (I, (x), K,(x)) alaprendszer.

o Rekurzios relaciok:

b /
Toer = (@) = Jifa)

p

Ty = 2Jy(x) + J(x)

T

Ha ezeket szépen 6sszeadjuk, akkor

2
Jp-1+ Jps1 = ?pjp(x)

Rendben, még tesziink par allitast és lassan itt a vége, szoval: Allitasok

e J,(x)-nek oo sok zérushelye van!
e Zérushelyek nem torlédnak.

e Legyen J,(z) = 0, tovabba x = A1, Ag, ...00. Teljesiiljon, hogy A\ < Ay < As...

Ezek utan nézziik a kovetkez6t: J,(A\ix), Jy(Aex), ..., J,(A\ix) egy fiiggvény-
rendszer. Ez a rendszer a (0,1) intervallumon ortogonalis fiiggvényrendszer

a [(z) = x stlyfiiggvényre nézve.

/ o)y () () = 0,1 # ]
0

egyébként pedig konstans, hiszen

1

| o) )l = 500 >0
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6. Hatodik eladas

6.1. Alland6 egyiitthat6s, homogén, linearis, n-ed rendi dif-
ferencidlegyenletek

Elgszor is kossiik ki, hogy minden el6fordulo y(x) mennyiség valos. Az eddig vizsgalt

egyenletek valtozo egylitthatosak voltak, melyekre az altalanos alak

y' (@) + p(2)y (z) + q(z)y(z) = 0
volt. Nézziik meg milyenek az allandé egytitthatosak!

v, vy y™

(n)

2o 4 Py 4 oy o1y +poy =0 (2)

Itt az Gsszes el6forduld p érték valamilyen konstans, valamint p,, # 0. Tébbnyire itt

is igyeksziink megszabaditani az y(™-t az egyiitthat6jatol. Ilyenkor
Y™+ oy 4y’ +oqy +agy =0

az altalanos alak. Az altalanos tulajdonsigok, amelyek eddig igazak voltak, tobb-

nyire itt is érvényesek.

6.1.1. Tulajdonsagok

e Ha v,y megoldas, akkor a linearitas miatt az 6sszegiik is megoldas. Tehat,

ha ez a két egyenlet megoldas

Pt 4 D1t 4 oyl + pryf + poys = 0
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Pnyén) +pn71y§”71) + ... 4 poyh + Prys + Poy2 = 0

akkor Osszeadva Gket latszik, hogy az Osszegiik is megoldas.

Ha van egy y; megoldas, valamint ¢ € R, akkor cy;(z) is megoldas. Ebbdl
kovetkezik, hogy ha vy, ..., y, megoldasok, akkor tetszéleges ¢y, ..., ¢, tetszdleges

konstansokra

y(x) = cryr(z) + coya () + ... + cpyn(x)

is megoldas, tehat felirhato, hogy

y(z) = Z ciyi(x)

Ebbél viszont az kovetkezik, hogy v, ...,y, "fliggetlen" megoldas esetén az

altalanos megoldéas
y(z) = Zciyi(x) (3)
i=1
hiszen tudjuk, hogy az altalanos megoldasban n darab szabad konstansnak

kell megjelennie.

Az y1, ..., y, megoldasokat fliggetlennek mondjuk, ha

W(yla ceey yn) 7é 0

ahol W a Wronski matrix (ami egy nxn-es matrix).
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Y1 Y2 Yn
Y Vs Yn,

W= £0
T R Ve

Ha ez teljesiil (hogy a matrix determinansa nem nulla), akkor az y, ...

megoldasok alaprendszert alkotnak. Az altalanos megoldés tehat igy is

(o) =Y eila)

6.2. Megoldas paraméteresen
v a1y Y sy +any +agy =0
A megoldast y(z) = e * alakban keresem.
y(z) =e
y'(z) = A
' (a) = N
Ha ezeket beleirjuk az egyenletbe, akkor
NN AT g de™ 4+ e =0

Az

Ezt le lehet osztani e**-szel.

AN+ AL g N+ =0
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Mint lathato, ez egy z-t6l fiiggetlen egyenlet. Irjuk fel a karakterisztikus polino-
mot.
pPA) = A"+, A" L a )t ag = Zn: a\ (4)
=0
Ez pedig egy n-ed rend polinom lambdéaban, egyiitthatoi valosak. A p(\) polinom

gyokei: Aj, Ag, ..., A, (4ltaldban ennyi van). Ha:

e A lambdak mind kiilonbo6z6ek, akkor sorba rendezhetéek, valamint TFH, mind

valos. Allitas: y;(z) = eM* -n darab kiilonboz6 fiiggvény alaprendszert alkot.

Az altalanos megoldas ilyen esetben
y(@) = e (5)

e Tegyiik fel, hogy mindegyik kiilonb6z6, de van koztiik komplex. Ha A\; =

A+ 1B, akkor van egy \y = A —iB is. Ez egy tétell Ebben az esetben
A = eAHiB)
)\1 _ e(AfiB)x

sajnos nem valésak. Ilyen esetben tgy kell kikeverni a megoldast, hogy az

valos legyen.

Y1+ Yo e(A+iB)a: 4 6(A—iB)ac A eBz + e~ 1Bz

= = € —_—
2 2

A masik valtozat értelemszertien ugyanigy alakul

Y1 — Y2
21

— ... = ¢™sin(Bx)
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Tehat, ha vannak komplex gyokok, akkor tudom, hogy lesz még egy, hiszen
azok parosaval jonnek.

/\}52 = A, +iB;
Y1 = e cos(Byx)
Yo, = e sin(Byx)

e Emlékezziink, hogy a masodrendd Euler-féle egyenlet * és a masodrendi al-

5

land6 egyiitthatoji, linearis, homogén ° egyenletek igen szoros kapcsolatban

alltak. Ha mondjuk az x-et kicserélem e® = z-re, a kettd attranszformalodik

egymasba.
e Nézziik meg mi volt a mésodrendiinél:
— A1 # Ao valos
- M2=A+iB
— A\ = )\, valés 6

Nézziik mi lesz n > 2 esetben (ami most van). Ilyenkor mar sokkal tobb
lehetGség is szoba johet. Példaul, ha k (k < n) gyok egybeesik. Ilyenkor is

felirhato az alaprendszer, csak elég komplikélt.

e Az n-ed rendd, alland6 egyiitthatoji, homogén, linearis egyenlet és az elsG-

rendd, linearis, n fiiggvényre vonatkozé differencidlegyenlet-rendszer kézott is

fyr = o es yp = 22

5 — e)\lm )\21

Y1
6Ha \; = )o, akkor (e**, ze*) alaprendszer.

ésys =e
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van Osszefiiggés. Nézziik meg azt, hogy volt n-ed rendd differencidlegyenlet és

els6rendd n-fliggvényre vonatkozo differencidlegyenlet rendszernél:

y' = f(z,y,y)

Nézziik az n = 2 esetet:

Igy felirhato a két fiiggvényre vonatkozo, elsérendi differencislegyenlet-rendszer:
Y1 = Yo
yé = f(3779173/2>

Hasonloan jarhatunk el n = 3 esetben is: y; = y, y» = ¥/, valamint y3 = 3"

gy eljutunk a kovetkezd egyenletrendszerhez:

yé = f(xaylay%yii)

Tehat egy n-ed rendi egyenletb6l n darab elsGrendii linearis egyenletrendszert

kapunk.

Nézziik meg mi a helyzet az allando egyiitthatossal!

vi=> Ay
j=1
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Itti =1,2,...,n. Az A matrix nxn-es és konstans! Mivel az ilyet konnyebb ke-
zelni, mint az n-ed rendd, allando6 egyiitthatoju egyenletet, attériink az egyen-

letrendszer vizsgalatara.

6.3. Elsérendii, linearis, dllandé egyiitthatéja differencidlegyenlet-
rendszerek

(Y1, ---, Yn) ismeretlen fiiggvény.

vi=> Ay
j=1

e n—1

e n—2

y1 = Any + Ay
Ezek 6ssze vannak kétve, mert yj-ban benne van ys.

El6szor nézziik meg mi van, ha ez az 6sszekotés nem igaz! Tegyiik fel, hogy

Ay =45 =0
yi = Ay
yé = A22yz
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Erre azt mondjuk, hogy az egyenletrendszer szétcsatolodik. Ilyenkor

TA11

yi(x) = e

yo(x) = coe™A22

Az egyszert eset tehat akkor jon, ha A méatrix diagonalis, tehat

0 A22

De mivel a tisztességes matrixok nem ilyenek, nézziik meg a tobbi esetet.

Tegyiik fel, hogy Ay =0, A1 #0

yi = Auyr + Ao

?/é = A22?Jz

Ezt részleges szétesatolodasnak nevezziik. Ilyenkor az y,-t meg lehet oldani

magaban.

Yo = cpe’t®"

Y1 = Anyr + Appcae’”
A végére pedig a kovetkez6 adodik
Yy — A = Ajpcae??
Ez pedig egy allando egyiitthatoji, elsérendd, linearis egyenlet, ami inhomo-

gén.
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Nézziik a legaltalanosabb esetet. Tegyiik fel, hogy Ao # 0, Asy # 0
y1 = Anyr + Awye

yé = As1yr + Aoy

Fejezziik ki y}-b6l az yo-t.

Yy = Yy — A
g = 2L oo
Apa

Ezt most szépen bele az y)-be

Y — Any,
A12

Yy — Any
= Aoy + A221A—111
12

Szorozzuk meg az egészet Ajo-vel
yi’ - Ally,l = Ap Ay + AQQ(yll — Any)
Yy — (A + As)yy + (A1 Ase — A1 A1)y =0
Ez egy &lland6 egyiitthat6ji, méasodrendd egyenlet!
yi — spur(A)yy + det(A)yr =0
Ne felejtsiik el, hogy 11 = e**. Irjuk fel A karakterisztikus polinomjat:
A — spur(A)\ + det(A) = 0

Ezzel ekvivalens alak a

det(A—)\) =0

Ebbdl lathato, hogy A egy sajatértéke az A maéatrixnak! Ha az A karakte-
risztikus polinomjat megoldjuk, kapunk egy A;, Ao megoldést.
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Tegyiik fel, hogy A\ # A\s. Ekkor
y1(z) = Crie* + Cppe”

Mivel el6bb, ha nem yo-t fejeztem volna ki, hanem y;-et, ugyanide jutottam

volna, ezért felirhatd, hogy
yg(I) = 0216)\138 + 0226)\2m

Igy most viszont egy kicsit sok a konstans! (A C értékek konstansok, a sok

index a megkiilonboztetésre szolgal!)
yz<$) = C’ﬂeh‘r + C’iQeA”

y;(l’) = OL'1>\16>\1$ + CZ'Q)\QG)\Qm
2 A A Cp1eM? + Cppete®
> Ay = |
j=1

Agr Ago Co1eMT + Choe?2®

Cﬂ)\le)\w —+ CiQ)\Qe/\Qx = ZAU (lee)\lx + Cj26)\2x>

J

Ez az egyenlGség csak akkor igaz, ha
Cadi =Y AyCh
J

Ciado = Y A;jCja
J
Tehat a A\, sajatértékhez tartozo sajatvektor a Cjy, értelemszertien a Ao-hoz

pedig a Cjs. A menet tehat a kévetkezs volt:

Az’j — Mg — ¢1, 09
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Kozben a Cj1-bél ¢; vektort csinaltunk, hogy jobb legyen irni. Osszefoglalasul:
ACl = )\101

ACQ = )\2 (&)

Ahol )\ a sajatérték, ¢ a sajatvektor, az A pedig egy matrix. Az eredetileg
felbukkant négy konstansbol ketts lett, aminek oriiliink, hiszen pont ennyit

vartunk!

6.3.1. Példan keresztiil
Legyen a vizsgalandé rendszer:
2y = y1 + 3yo

2y5 = 3y1 + Yo

A jobb oldal linearis y;-ben, tehat felirhato y; = Zj A;;y; alakban.

13
Y1 = 291 292
3 1
Yo = 2y1 292
. s 3 :% 13
23 31
spur(A) =1
det(A) = -2
det(A—A) =0
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A? — spur(A) + det(A) = 0
M _A—2=0

Probaljuk meg faktorizalni, hiszen a sajatértékeket keressiik éppen:

A=2)(A+1)=0

Ebb6l megkaphato, hogy Ay = 2 és Ay = —1 Most szépen keressiik meg a
sajatvektorokat!
1 3 3 3
A p— 22| (202 2
3 1 3 3
2 32 0 2 2 T3
1
Ebbél szépen latszik, hogy az egyik sajatvektor példaul a a®) = , hiszen
1

ezzel megszorozva lesz a determinans nulla! A masik sajatvektor pedig a a® =

1
. Igy mér fel lehet irni a megoldast, ami a kovetkezs:
-1
Y = clagl)eAlm + czal(z)ehr
Esetiinkben tehat
Y1 1 1
= e 4 ¢y e
Yo 1 -1

n>2 eset:
vi=Y Ay
J

Ilyenkor a recept a kévetkez6:
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— Meg kell keresni az A sajatértékeit és sajat vektorait.
— dettA—A)=0

— TFH A\ < Ay < ... < )\, és valosak!

yi(r) =) ciatl e
=1

y(w) =) caledr

J=1

Az egyenletben szereplé vastag betiik vektorokat jeldlnek. KEzekbdl az

egyenletekbdl a cy, ..., ¢, konstansok szépen kiszedhet&k.
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7. Hetedik el6adas

Ide kell még bevezets szoveg, valamint a felsorolas is érdemel némi magyarazatot.

(n)

(n

+ 90y Y+ o1y’ 4+ poy = 0

Y = Z Aijy;
j=1

Y

Ez az egész felirhaté vektorosan is

Itt megjegyzem, hogy vastag betiikkel a métrixokat jelolom. Tegyiik fel, hogy A
diagonizalhato.

A =RDR™

létezik, igy hogy D diagonélis. Tehat D-ben talalhatok a sajatértékek, R-ben pedig
a sajatvektorok.

y'(z) = RDR 'y

R’lg'(x) =DRy

Vezessiik be az R_lg = v jelolést és alkalmazzuk ezt az egyenletre.
v'=Du

Komponensenként pedig:

vi(z) = Awi(@)
Csatolt, n fiiggvénybdl allo egyenletrendszer szétcsatolodik, n fiiggetlen egyenletre
esik szét.

i

vi(x) = eM¢
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A fenti egyenletben ¢; szabad konstans.

Az altalanos megoldas pedig:
yi(z) = Z Riju; = Z Rije’c; = yi(x)
j=1 j=1
e Ha minden ); valos, akkor készek vagyunk, minden c¢; valos.

e Ha van komplex \;, (A = a £ i3), akkor n darab valos konstans marad.

1 dimenzioban: y = ay — y(x) = ce™

2o

, akkor y(r) = e’”Ago, ahol e® =

e y' = Ay, y(0) = yo, akkor y(z) = Ay

e y'(r) = F(y), ahol F egy vektorfiiggvény, ami y-t6l nemlinearisan is fiigghet.

! 1 2 el nf(n) (5130)
f(z) = f(zo) + (& — x0) f'(x0) + 5(:1: —20)*f" + ...+ (z — o) -
Taylor-sor
e y(x) = yo Tegyiik fel, hogy a nem-linearis egyenletnek van ilyen konstans
megoldésa.



e Konstans megoldas akkor van, ha F-nek van zérushelye.

e Zérushely: F(y) = 0-t kell megoldani, ami n darab egyenletet jelent, n darab

ismeretlenre.

e Tobbnyire generikusan izolalt pontokat kapunk.

7.1. Degeneralt esetektsl eltekintve

e Mit csinal a megoldas yo koriil? Sorba kell fejteni F'(y)-t

0

Fi(y) = Fiy,) + (y - g())a—%ﬂ(yo) +..7

OF;
ayj

y; = Fi(yo) + (Y5 — o) 57— (o)

Mivel az F;(yo) helyen nulla, felirhatjuk a kévetkezét:

, OF;
y; =0+ (y; — ij)a—(yo)

Yj

Lathato, hogy el van tolva. Vezessiink be egy 1j valtozot, legyen
vji(z) = y;(x) — Yo,

Igy pedig

,_OF OF; :
vy = Uja—y(yo) =9 (yo)v; = v;
J J

Ez egy els6rendt, allandé egyiitthatoji, linearis egyenletrendszer. Megoldasas:

vi(x) =Y Rizehi'e;
j

TA t6bbi tagot elhanyagoltuk!
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Ezek meg a méatrix sajatértékei!

e Nemlinearis egyenlet linearizalt alakja yo koriil

e yi(x) = yo; + vi(x), ahol v;(z) az eltérés.

e Linearizalt egyenlet megoldasanak viselkedése

1. \; valos és \; < 0, akkor x — oo esetben v — 0. Ezt exponencialisan

vonz6 fixpontnak nevezziik, j6 a lineéaris kozelités.

2. N\ valos, és létezik A\; = 0, de a tobbi A\; < 0, akkor a nulla sajatérték sajat
vektorahoz tartozo iranyban (linearis rendben) nem valtozik a megoldas,
a tobbi irdnyban nulldhoz tart! A \; = 0 irdnyt marginélis irAnynak
nevezziik.

3. Valos A, legyenek A; > 0, A\, < 0, valamint A\, = 0. Ilyenkor x — oo
esetben )\; irdnyaban "felrobban" a megoldas. ), irdnyokban v — 0,
valamint A, irdnyban els6 rendben nem véltozik a megoldas (mint az
elébb).

x — oo értékekre a \; < 0 irdnyokban jo a linearis kozelités (elég nagy

x-re).

68



r — oo értékekre a \; > 0 iranyokban nem jo a linearis kozelités (taszito
irdny).
4. Ha vannak komplex \;-k, akkor a korabbi osztélyozas helytallo Re()\;)-re.

— lim()\;) # 0 esetben e*® — sin(\;z), valamint cos(\;x) oszcillalo
megoldasok!
— Re(\) < 0és Im(X) # 0 a vonzd megoldas.

— Re(A\) > 0 és Im(\) # 0 a taszito megoldas.
A vonzo6 - taszito helyek megfelelnek az (r — o0) - (z — —o0) helyzetnek.

Nem linearis egyenletek megoldasainak globalis szerkezetét ilyen modon fel

tudjuk térképezni gy, hogy x pontok kériil linearizdlunk.

A fixpontok szama és a vonzo/taszité iranyok szama nem tetszéleges, hanem

globéalis kényszerek vannak rajuk.

Elsfordulhat a kovetkezd:

ahol ® egy potencial. Ilyenkor

A fixpont a kovetkezd:

0P
Fi(y,) =0= a—y_(go)

A fixpontok tehat a ® potencial szélsGértékei!
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e A vonzd/taszité pontok analizise megfelel annak a vizsgalatnak, hogy az Y,

fixpontok stabilak, minimumok, marginalisak, nyeregpontok, vagy instabilak-

e?

7.1.1. 2 dimenziés példak
Dolgozzunk az n = 2 stkban! Az Im()\) =0

o A két sajatérték pozitiv = taszito irany.

o A két sajatérték negativ — vonzoé irany.

e Az egyik pozitiv, a masik negativ = van vonzo6 és taszito is.
Ha az Im(\) # 0, akkor

e Két pozitivra a pontbdl kifelé taszitas csigaalakban.
e Két negativra a pontba befelé vonzés csigaalakban.

e Az egyik pozitiv, a masik negativ: ilyen nem lehet.

7.1.2. Példaul

r— t7 <y17y2) - (U,U)

%:u(v—l)
d
d—::4—u2—v2



F,=4—u?>—-12=0

— A mésodik egyenletbdl u = 0, v = +2. Fzt visszahelyettesitve az elsGbe

UZl,U::]:\/g

e Ez jo, hiszen ebbdl 4 fixpontot kapok!
b1 = (07 2)

b2 = (07 _2)
ps = (V3,1)
ps=(—V3,1)

Ezek konstans megoldasok.

e Minden x pont koriil linearizaljuk a megoldast!

du
— —F,
dt
dv
— = F,
dt
oF,
ou
OF,
=2
ov v
oF,
o Y
oF,
ou

v—1

—2u



A fenti méatrixot a fixpontokban kell nézni!

+1 0
A(pr) =
0 —4
Ahol +1 a taszito és —4 a vonzo6 pont.
-3 0
A(p2) =
0 4

Itt mar —3 a vonzo és 4 a taszito.

0 V3
A(Ps):

—2v3 =2

0 -3
A(P4):

23 =2

Az A(p1) és A(ps) métrixokban szépen latszanak a sajatértékek, viszont a

maradék kettében nézziik meg!

0 V3
—2v/3 -2
AN 4+224+6=0

-2+ v4-24
/\172 == 2 == —1:|:Z\/g

Megjegyzések:

e A fixpontok koriil vannak vonzési, vagy taszitasi tartomanyok.

e Vonzasi, vagy taszitasi tartomanyokat szeparatrixok valasztjak el.

e Globalis informaciot nyeriink az 6sszes x pont koriili lokalis vizsgalatbol.
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8. Nyolcadik el6adas

8.1. Emlékeztetd

Elsérendii differencidlegyenlet «— 1 paraméteres gorbesereg! Az elsérendii dif-
ferencidlegyenlet altalanos megoldasa y(x,c). Mivel mi mésodrendi egyenletekkel

foglalkoztunk, ezek altalanos megoldasa y(x, ¢y, ¢o).

8.2. Kétparaméteres gorbesereg

O(x,c1,c9), itt is érvényes a megallapitas, hogy ha van egy masodrendii megolda-
som a differencidlegyenletre, az felfoghaté gy, mint gorbesereg. Nézziik meg ho-
gvan megy ez visszafelé! Az egyik oldalon lesz egy méasodrendi differencidlegyenlet
F(z,y,y,y") = 0, valamint ennek egy altalanos megoldasa ®(x, y, c1, ¢1). Ez kapcso-
latban van a 2 paraméteres gorbeseregekkel: ®(x,y, ¢y, ¢y). Miutan ezt letisztaztuk,
tovabbléphetiink. Az egyenletbdl a gorbesereg felé mutaté irdny nyilvanvald, ezért

most a masik irdnyt nézziik meg!

8.2.1. Gorbeseregbél a differencialegyenlet felé

Ha adott a 2 paraméteres gorbesereg: ®(x,y, ¢y, cy) = 0.

d
—d =0
dzx

dy_ 0% 0%dy _

PRl M W

Tehat van egy ® = 0 egyenletiink, valamint egy ‘g—f + %—fj—z = 0 egyenletiink. Ki kell

szamitanunk még a C{%’ = 0 értéket! Rendelkezésiinkre all harom egyenletet, melyek-
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b6l mind a harom azonosan egyenld nullaval! Kiszemeliink kett6t a harombol, amit
arra hasznalunk, hogy megoldjuk c;, co-re, majd beirva a harmadikba megkapjuk a
masodrendi egyenletet. Az els6 kett6bdl kifejezett ¢ és ¢y fiiggeni fog x,y, y/-t6l,
majd miutan ezt behelyettesitjiik a harmadikba, ott mar nem fog szerepelni a ¢y, cs.
Eredményiil tehat az F(x,y,y’,y") = 0 alakt, masodrendi differencidlegyenlethez
jutunk!

Vilagos tehat, hogy az n paraméteres gorbeseregb6l megkaphat6 az n-ed rendi
differencidlegyenlet! Tsmét csak az egyik iranyt kell belatni, hiszen a méasik nyilvan-
valé! A belatand6 irany:

O(x,y,c1y ..y 0n) — P = 0, tovabba Z—f = 0 és minden derivaltra d%‘f =0. Ez

nem mas, mint a nullatél az n. derivaltig n darab egyenlet. Ezeket megoldjuk a

C1, ey Cp-re, majd ugyantigy jarunk el, mint az el6z6 (masodrendi) esetben!
8.2.2. Példan keresztiil
Y = 1T + coe”
® =0, y— c1x — cxe” = 0. Most megcsinaljuk az egyenleteket!
Yy = ci + coe”
y" = cae”

Y = 1T + coe”

Megvan tehat a harom (rendre 1,2,3) egyenlet, ezekkel fogunk dolgozni.

A maésodikbol:cy = y"e™".
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Az els6bél: ' = ¢; +y”, amibdl ¢y =y — 3.
A harmadikbél pedig: v = (v —y")z+y", ahogy vartuk, ebbdl felirhato a linearis
differencidlegyenletiink:

y'(l—z)+ay —y=0

8.2.3. [Egy altalanosabb példan keresztiil

Az alapproblémank: szeretnénk felirni egy differencidlegyenletet, ha megadtak ne-
kiink egy alaprendszert. Ez plusz pontos ZH-feladat is volt 2012-ben. Legyen tehat
adott (f1(z), fo(z)). Tudjuk, hogy W # 0.

Az els6 egyenletiink:
y = c1fi(x) + c2fa(w)
A masodik:
y = cfi+eafy
A harmadik pedig:

y'=afl +cfy

Innen megint szeretnénk kifejezni a ¢y, co elemeket!

Yy fi fo C1
y fi f5) \e
Ebbél
al 1 o —f y
w gt /
Ca f1 fi Yy
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Innen megkapjuk a ¢y, ¢y értékeket!

. Jay — fay/
O T
_ 2y — foy
="
Ezeket szépen beleteszem az y” = ...-be, majd szamolgatok.

Wy =y(fo i = fifs) + v (fufy = faf7)

W(fh fQ)y// = yW(f£7 fi) + y,W(fla fQ)/

Ez pedig egy masodrend, linearis, homogén differencidlegyenlet, aminek alaprend-

szere az f1, fo.

8.2.4. Példa: nemlinearis eset

Adott az egységnyi sugari, tetszéleges kozépponti kordk serege, ebbdl szeretnénk
elgallitani a differencidlegyenletet, aminek pont ez a megoldasa! Az ilyen korok
egyenlete: (z—cy)?+(y—c2)? = 1 - ez lesz az egyik hasznalt egyenletiink! Csinaljuk,

amit eddig szoktunk, derivaljuk.

2 — 1)+ 2y — )y’ =0

Ezt atalakitjuk kicsit

0

r—oc1+ (y—c)y

A maésodik derivalt

1+y*+ (y— )y’ =0
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Ezekbdl szépen ki kell fejezgetni a ¢y, ¢ értékeket.

_r—y(1+y”?)

Cl y//
B 1 +y/2 +yy//
g = ——"—
yll

Ezekkel visszatériink a legels6 egyenletiinkbe, amibél kiindultunk! Az eredmény

pedig a kovetkezd képpen alakul (mar egyszertsitve)
y/2 — y/2(1 + y/2>2 4 (1 4 y/2>2 — (1 + y/2)3

Ez a tetszéleges kozépponti, egységnyi sugari korok differencidlegyenlete.

8.3. Parcialis differenciadlegyenletek

Eddig kozonséges differencialegyenletekkel foglalkoztunk, melyek egy valtozosak vol-

tak (y;(z)). A parcidlisoknal tobb valtozorol beszéliink wu(zq, z5).

8.3.1. Els6rendii parcialis differencidlegyenlet

Két valtozotol fiiggs fliggvény u(t, x)

7 (t,:c,u, ou 0u)

ot dx
Targyaljuk a kvézilinearis, elsérendd parcialis egyenlet esetét. Ez egy megszorités,
Jdu Ju

hogy F' linearis 37, 5--ben. A kvazilineéris egyenlet alakja

ot 2,1) 20 4 (12,0 0 5t ) = 0

Itt a gammas rész az inhomogén tag, az a(t, x,u), B(t, z,u),v(t, z,u)-k pedig tetszo-
leges fiiggvények.
Az ilyen tipust egyenleteket a karakterisztikak modszerével oldjuk meg.
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8.3.2. Karakterisztikdk modszere

Nézziink kozonséges differencidlegyenlet-rendszert, melynek valtozdja s.

t(s), 2(s), u(s)

g = a(t,z,u)
d

- = B(t,zu)
z—z =(t,z, u)

Mi itt a kapcsolat? A kozonséges differencidlegyenlet-rendszerek megoldasai gorbék
(t(s),x(s),u(s)), a parcialis differencidlegyenlet megoldasa (u(t, z)) pedig egy feliilet.

Irjuk fel a feliilet érintésikjat:

1 0
(t,z,u(t,z)— | o |.| 1
ou | | ou
ot oz

Ami a jobb oldalon van, az a két fiiggetlen irdnyba vett derivalt, ebbdl megkapjuk

az érint@sikot. A feliilet érintGsik normalisa:
du
ot
du
oz
—1

A gorbék érintGje pedig

ot Ox Ou
(%7%7%) = (@,ﬁ,’}/)
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A parcialis differenciadlegyenlet megoldasfeliiletének normalisa merdleges

a gorbe érintdjére.

«a
Oou Ou ou ou
(E7%7—1>' 3 20454'5%—7:0
Y

A fenti a f6 allitasunk ebben a témakorben. Ennek a segitségével kapjuk meg az
eredményeinket. Tanulsag: a karakterisztikus gorbe érintGje benne van a parcialis
differencidlegyenlet megoldasfeliiletének érinté sikjaban! Ha a gorbe a feliiletrdl
indul, akkor benne is marad!

Vegyiik észre, hogy

dt dx du
i alt,z,u); = B(t, z,u); == y(t, z,u)

A jobb oldalon tehat nem szerepel s. Altalanos megoldas:

1.

t(s) = fils = c1,09,¢3)
2.

2(5) = fols — c1, 2, ¢3)
3.

u(s) = f3(s — 1,0, ¢3)

Eltolasi szimmetria van s-ben. A c¢ értékek tetsz6leges konstansok. Az 1,2,3

egyenletekbdl meghatarozzuk a ¢ értékeket mint (¢, z, u) fiiggvényeit.

t=fi
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T = f
u = f3

A fenti egyenletrendszerbdl s — ¢; = g(t, ca, ¢3). Ha ezzel behelyettesitiink a 2, 3-ba,

akkor eliminaltuk az s — c;-et.

Tr = fg(g(t,CQ,Cs),CQ,C:%)

u = f3(g(t,c2,c3), Ca,C3)

Ezt szépen megoldjuk (cz, c3)-ra, amibdl

co = 1(t, z,u)

c3 = pot, z,u)

Ezek a U értékek pedig a karakterisztikus gorbe mentén &llanddak! Ezek utan

tetszéleges fiiggvényét veszem:

V(1 (t, z,u), po(t, z,u)) =0

Ez pedig u(t, x)-et implicit médon definidlja és tetsz6leges ¥ kétvaltozos fliggvénnyel

a parcialis differencidlegyenlet megoldéasa.
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9. Kilencedik el6adas

9.1. Folytatas: parcialis differencidlegyenletek, kvazi linearis
eset

Szeretnénk latni, hogy az u kozvetleniil megoldja a parcialis differencidlegyenletet.

dg@l_
2 0
doy
a0

&Plﬂ (9<p1d_a: 8S01d_u -

ot ds Oox ds ou ds 0

A gorbe mentén vettiik a derivaltat. Az egyenletet atirjuk, felhasznalva hogy szere-

pelnek benne az «, 3, v értékek.

D1 D1 D1
=0
o T " o
Ez természetesen a ¢, mennyiségre is igaz.
D2 Dipa dpa
=0
o * ox b+ ou |

Az u-t a t-nek és az z-nek a valtozojanak tekintjiik. Tudjuk, hogy ¥ (p1, ¢2) = 0.

Nézziik meg ezt pontosan.

8\1/(@1, 902)

AT

Itt azért parcidlisan szamolunk, mert csak ¢ szerint kell derivalni!

OV dpy(t, x,u(t,x)) N OV dps(t, x,u(t,x))

=0
8901 dt 8@2 dt
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Itt mar azért teljes derivaltat néziink, mert minden ¢ fiiggést figyelembe kell venniink!

OV Dy 3901@ OV [ Dy 3@23_U —0
Opy | Ot Ou Ot Opy | Ot ou ot |

Hogy ne kelljen folyton kiirni ezt az egyenletet, nevezziik el ezt **-nak

6@(901,(,02) _— 3
—y = O-ra is.

Ugyanez viszont felirhato a

ov 3901+8901@ OV [ Dy 8(102@ —0
Opy | Ox Ou Ox Opy | Ox ou ot |

Ezt pedig nevezziik el *-nak.

Tudjuk, hogy (%) = 0 és (xx) = 0, tehat B(x) + a(x*) = 0 is teljesiil. Irjuk végig.

——+ta

dp1 Jip1 du dp1 dip1 Ou
{ﬁ M T R TR Tl

0pa Oy Ou 0pa &,02 ou B
oy {5 R T S TR M

Atirjuk egy szemléletesebb alakbal

dpr  Dpidu 90 9
O |yt + B 4 al “]wz {— S

0o Ou Jps Ou |
ou Ox Ou Ot

o0 0z~ Y ou ot

Azt hasznaltuk ki, hogy a 1, oo értékek a gérbe mentén nullak, ki lehetett valtani

néhany értéket az egyenletbdl.

a901 du &pg ou
v I (E—i_ﬁ_ )‘1'32 En ( 5— 7) 0

dipy 3@2 3U .
(aqua o, a)( +p2 _)_o

Ez csak akkor teljesiil, ha

ou ou
( AT >_0
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Tehat, a vége nem mas, mint

ot Por 7

9.1.1. Megoldasi modszerek

e Elsgként felirjuk a karakterisztikus gorbét
t=a,&=010= Y
Ne feledjiik, hogy a pont azt jelenti, hogy %.
e Kell majd még ¢1(t,x,u) és po(t, x,u). Ezek konstansok (s fiiggetlenek).

e Minket nem az s fiiggés érdekel, hanem csak a @1, o értékek.

Erre két modszer létezik.

t(s) = fi(s —c1,c2,¢3)
x(s) = fa(s —c1, 2, ¢3)
u(s) = f3(s —c1,c2,¢3)

Elsérendt, 3 fliggvényre vonatkoz6 gorbe differencidlegyenlet rendszerét,
meg kell oldani. Ha megvan a megoldas, akkor az ilyen alakban irhato.
Pontosan ezt varjuk, hiszen az altaldnos megoldasban kell 3 szabad pa-

raméter.
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— A 3 konstans koziil az egyik s — ¢; alakban bukkan fel. A gorbére

vonatkozo differencidlegyenlet rendszer specialis alaku.

dt
i alt,z,u)
d
- = B(t,zu)
d
= =9(t.z)

Lathato, hogy a rendszer olyan, hogy a jobb oldalon nem szerepel
s. Tegyiik fel, hogy van egy to(s), zo(s), uo(s) partikularis megoldé-
sunk, akkor nyilvanvalo, hogy ebbdl ty(s + ¢), zo(s + ¢), uo(s + ¢) is

partikularis megoldas, tetszdleges c-re.

— Tehat, ebben az eljarasban a 3 egyenletbdl kivalasztunk egyet, amit

megoldunk c;-re. Példaul

t = fi(s —c1, ¢, ¢3)

s—c1 = gi(t, o, 03)

Az igy kapott s — ci-et behelyettesitem a maradék két egyenletbe.

z = fa(g1(t, ca, c3), C2, C3)

u = f3(g1(t, ca, c3), €2, C3)

Ez mar két egyenlet két ismeretlenre! Ezekbd6l meghatarozhato a

co = 1(t, z,u)

c3 = paolt, z,u)
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Igy pedig az altalanos megoldas

V(1 (t, z,u), pa(t, z,u)) =0

Ez pedig impliciten meghatarozza u-t.
2. Mar a differencidlegyenletbdl eliminalhatjuk az s-t.

dt dx du

EIQ;EI@EI’Y

Két egyenletpart kivalasztva, hanyadost képezve s eliminalhato! Figyel-
jiink arra, hogy nincs altalanos recept. Ugy érdemes elvégezni az osztast,

hogy konnyii legyen szamolni a maradékkal. A mi példankban legyen ez:
du )
dt  aft,z,u)
de _ fB(t,z, u)
dt o )

Ez u(t)-re és x(t)-re vonatkozo differencialegyenlet-rendszer, amiben kettd

szabad konstans jon el az altaldnos megoldasban.
U = Fn(ta C1, 02)

X = Fy(t,c1,¢0)

A két eljaras ekvivalens. Ezt c¢q-re és co-re megoldva megkapjuk, hogy

¢ = p1(t, z,u)
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¢y = po(t, x,u)

Ismétlem: mindegy mit osztok mivel, mindig azt, amivel aztan a leg-

konnyebb dolgozni!

9.1.2. Tanulsagok a kvazilinearis helyzetbdl

e Egyszeri, mert teljes egészében visszavezethets kozonséges differencidlegyenlet
rendszerre (ami a karakterisztikus gérbe). Ha ezt tudjuk kezelni, akkor meg is

van a megoldésunk.

e Altalaban a parcialis differencialegyenlet altalanos megoldasa tetszoleges fiigg-
vényt tartalmaz. Kozonséges differencidlegyenletek esetén véges sok, tetszole-

ges konstans szerepel a megoldasban.

Ebben a témakorben teljes fliggvényekrdl kell megmondani, hogy milyenek
legyenek, ezért végtelen feltételt kell kironi az altalanos megoldas partikulérissa

tételéhez.

e u(t,z) — altalaban egy gorbe mentén kell kell megmondani a megoldast, hogy

egyértelmi legyen a fiiggvény.

e Ha a parcidlis differencidlegyenlet valamilyen zart tartomanyon van definialva,

akkor peremfeltétellel tudom egyértelmiisiteni.

o Altalanos tételek a megoldas létezésére és/vagy egyértelmiiségére nincsenek.

Mindig kell tudni az egyenletrsl valamit, hogy mondhassunk barmit is.
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e Kiilénbo6z6 eseteket kell nézni, amelyeket mindig mashogy kell kezelni.

9.1.3. Példan keresztiil

Legyen a vizsgalt egyenlet
Pu
oxdy

Ez igy okés, mert az u(z,y). Nézziik sorban:

0 [oOu ou

Errél tudom, hogy z-t6l biztos fiiggetlen, viszont y-t6l fiigghet. Tehat

ou
E)_y = C(?J)

Ezt y-ban integraljuk!
u(r,y) = / c(y)dy + &(x)

Itt az integrandusban szerepld kifejezés maga a ¢, a tildés pedig az integralasbol

jon, ez z-t6l nyugodtan fiigghet. Atnevezziik 6ket.

u(,y) = a(y) + ca()

Lathato, hogy az van x és y fiiggés is, erre figyelni!

Nézziink példat kezdeti feltételre, a fenti szaAmolas alapjan!

2
o°u _0
0xdy

Legyen: u(x,0) = sin(z) és u(0,y) = y?
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Az altalanos megoldas az el6bbiek alapjan
u(z,y) = a1y) + ca(x)
u(0,y) = c1(0) + e2(y) = y* — e2(y) = y* — c1(0)
u(z,0) = c1(x) + c2(0) = sin(z) — ¢1(x) = sin(x) — ¢2(0)
A partikularis megoldas tehat:

u(z,y) = sin(x) + ¢1(0) +3* — ¢1(0) = sin(x) + 3>

Nézziink egy masik példat

0%u ou
Qo =
0x0dy + xay 0
Legyen g—Z = v(z,y).
ov
% = ’U(CE, y)

Lathato, hogy nincs explicit y fiiggés, az egyenlet szétvalaszthatd. Tegyiik meg és

integraljuk!

Ez tetszoleges c(y) fiiggvénnyel oké. Persze, még tudjuk, hogy v = Z—Z.
8u )
— =c(y)e
a9y ()
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Ezt integralhatjuk y szerint:

e.n) = | [ ctmis] e 4 eate)

A zarodjeles részt nevezziik el ¢;(y)-nak, igy pedig az altalanos megoldas

u(z,y) = cl(y)(f"’:2 + co(x)

Az altalanos megoldasban két tetszGleges fiiggvény szerepel.
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Egy harmadik példa - hozzaftiz6tt kezdeti érték feladat

0%*u 5 ou

u(z,7/2) = 2*

u(0,y) = cos(y)
Tudjuk, hogy:

u(z,y) = ci(y)e™ + ()
u(0,y) = e1(y) + c2(0) = cos(y)

Ebbél pedig a ¢; meghatarozhato!
c1(y) = cos(y) — c2(0)
u(z,y) = [cos(y) — c2(0)] e + ca(x)
w(z, m)2) = —c3(0)e™™ + y(x) = 2

o) = 2% + cp(0)e ™

Tehéat

() = 2% + ae™

A végeredmény tehéat

u(x,y) = (cos(y) — a)e™ + 22+ ae™*" = e cos(y) + x>
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10. Tizedik el6adas

10.1. Szétvalaszthaté parcialis differencidlegyenletek

Van, ahol miikédik a dolog, de ott sem biztos, hogy az altalanos megoldast kapjuk

eredményiil. Ez nem egy altalanos moédszer, viszont Ansatz-nak jo!
u(t,z) =T ()X (x)

szorzat alakban tételezziik fel a megoldéast. Akkor van esély arra, hogy miikodik, ha

az egyenlet a kovetkezd alakra irhato:
AT, T, ... t) = fo(X, X', X", ... x)

Tegyiik fel, hogy ilyen alakra hozhat6. Ilyenkor szétvalaszthato. Ezzel ekvivalens

alak a

A= fi(T,T,...,t)
A= fo(X, X', X" 1)

Ez két kozdnséges differencidlegyenlet, ahol A konstans. Ezek teljesen szétcsatolod-

nak, egyik sem tud a masikrol, csak egy kozos konstansban hasonlitanak.

e Ha vannak kezdeti, vagy peremfeltételek, akkor azok ezt a A-t meghataroz-
hatjak, vagy bizonyos feltételeket tehetnek ra (példaul, hogy pozitiv, negativ,

sth...)

e Ha az eredeti parcialis differencidlegyenlet linearis és kapunk tobb megoldést,
akkor azoknak az Osszege is megoldas.
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e Ha szétvalaszthatd modszerrel kapunk egy ilyen megoldast
U1($,t> = Xl(l')Tl(t)

UQ(ZL‘, t) = XQ(ZL‘)TQ(t)
akkor
u(z,t) = Xy ()11 (t) + Xo(x)Ts(z)

is megoldas!

e Lineéris esetben a szétvalaszthat6 Ansatz-bol altalanosabb megoldasokat is

tudunk kapni.

e El6fordulhat, hogy linearis esetben az altalanos megoldast is megkaphatjuk.

10.1.1. Példa 1

Nézziink egy kvazi linearis egyenletet

a—u%—c%—o
ot ox
10u 8u70
cOt Ox

Lathato, hogy az Osszegtdl nem fiigg, tehat maximum a kiilonbségtsl fiigghet, a

megoldést igy varjuk:
u(t,x) = f(x — ct)
tetsz6leges f-re! Oldjuk meg szétvalaszthaté modszerrel:
u(t,x) =T(t)X(x)
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TX +cTX' =0

T'JFX'__0
T X~

17 X

cT X
Nevezziik el %% = ¢;-nek és Xyl = —ci-nek. Ezzel pedig a feladat szétesik két
egyenletre.

1.
T =T — T(t) = coe™
c

Valamint, a mésik része
X' =— X — X(x) = c3e””

Ebbdl pedig felirjuk a kovetkezot

u(t, z) = cyezet

Nevezziik el cocg értéket co-nek, egy egyszertibb alakhoz jutunk

u(t, r) = cpet =)

ahol a c értékek tetszoleges konstansok! Ha ezekbdl kitalalunk egy csomo ¢ és cb,

1 =1,2,3... szamot, akkor

u(t,z) = Zcéeci(d_m)

i

Lathato, hogy a szétvalasztas modszerével sok megoldast meg lehet talalni.
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10.1.2. Masodik példa - hévezetés

ou
ot~ o2"

Ennél az egyenletnél hatarfeltételek vannak érvényben. Ezek a kovetkezdk: u(t —
00, z) véges, u(t,0) = u(t, L) = 0 és u(0,z) = p(z), ahol p(z) egy adott fiiggvény.

ou

—=TX
ot
0%u
—— =A~TX"
0x? i
TX =~TX"
Leosztunk a szorzattal
T X
X

Ezek pedig konstansok kell legyenek, ezért szétesik két egyenletre ismét.

T

T’Y =0
X//
XA

Oldjuk meg el6szor a T-re vonatkozd egyenletet.
T = yerT — T(t) = coe?

A ¢; konstansnak negativnak kell lenni, hiszen a hatarfeltétel kimondja, hogy t — oo
ne '"robbanjon fel" a fiiggvény, ez pedig csak igy teljesiilhet. Legyen mostantol
¢ = —a’.

Tisztazzuk le mink van eddig! Tudjuk, hogy T(t) = cpe” 7!, valamint X" =
—a?X. Ebbél pedig

X(x) = ¢z cos(ax) + ¢4 sin(ax)
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Ebb6l pedig méar felirthatjuk a végét is
u(t, ) = [cacs cos(azx) + cocy sin(az)] e 7%

u(t,z) = [Ccos(az) + Dsin(az)] e 7"

ahol C, D, a tetsz6leges konstansok! Mivel ez linearis, C, D, a értékek tetszilegesek

lehetnek. A peremfeltételeket viszont még nem vettiik figyelembe!
u(t,0) =u(t,L) =0
u(t,0) =Ce " =0—c=0
u(t, L) = Dsin(aL)e ™" =0

A D értékét nem valasztom nullanak, mert akkor az egész megoldas nulla lenne,

ezért a sin(al) = 0 kell teljesiiljon. Ebbél pedig

alL = Nm

N
ay = —
NTL

ahol N egy egész szdm. A szétvalaszthatoknél gyakran el6fordul, hogy a hatarfelté-
tel nem teljesen hatarozza meg a konstansokat, de ad egy jo megszoritast. Nézziik
meg mi maradt! Tudjuk, hogy N tetszdleges, valamint Dy tetszéleges. Igy a legal-

talanosabb megoldas:

- N 2,2
u(t,r) = Z Dy sin ( zx) e 1

N=1

Ez a legaltalanosabb megoldas, amit kaphatunk, de nem biztos, hogy ez az altalanos
megoldas! Ez még mindig végtelen sok valés konstanst tartalmaz.
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Nézziik a hatarfeltételeket!

u(0,z) = p(z)
- N
N=1

Szeretnénk megkapni ¢(z)-bél az Dy koefficienseket. Ehhez szépen le kell Fourier

transzformalni.

L 0o L 00
M M N L L
/0 () sin WLxdx = NX_:IDN/O dx sin (Twa:) sin ( 2“) — NZ_IDNE(SN’M = EDM

Ez pedig egyenls fOL ¢(z) sin Zdz-el, tehat

2 [* M
Dy = Z/o drp(x) sin (%x)

A végsé megoldés tehat a kovetkezSképpen alakul

WNIe_W(wTM)Qt

u(t,z) = Z Dy sin
N=1

10.1.3. Harmadik példa

Ugyanazt az egyenletet vizsgaljuk, csak most masik hatarral! Vegyiink egy korgyti-
riit. Az u(t,x) periodikus z-ben, L periédussal. Visszamegyiink arra az alakra, ahol
még nem rottuk ki, hogy az elején és végén nulla legyen a megoldas.

Mn

A Fourier transzformécional tehat megszorzunk mindent a sin (Ta:)—el és kiin-

tegraljuk nullatol L-ig z-re.
u(t,x) = [D cos(az) + C'sin(az)] e 7%
A periodicitas miatt teljesiilnie kell ennek:

sin(ax) = sin(a(z + L))
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al =27 N

2N
N =g
2N 20N a2
u(t,z) = g |:DNCOS ( WL x) —|—CNsin( WL x)} e—v(%N) t

N

Az itt felbukkano szamok (—a?)-re diszkrét értékek jottek ki. Mikor ay = 22, az
ebbdl gyartott — (@)2 a (%)2 operator sajatértékei a periodikus fiiggvényeken.

Toébbnyire a szeparacios konstans valami bonyolult operator sajatértéke.

10.1.4. 2D Laplace-egyenlet

0?02
Z 422 Yu=0
(ax i ay?) ¢
Valos megoldasokat keresiink és két esetet fogunk vizsgalni! Az elsé legyen az, mikor
egy korlapon vagyunk! Itt érdemes polarkoordinatékban dolgozni! u = X (z)¥(y)-
bol legyen u = R(r)®(yp).
0%u N 0%u (r. )
— 4+ — —u(r
ox?  Oy? s

{8211 02u] _ {82 10 1 0?2

52 T ap| T ae trar T eag| U e)

A megoldast pedig u(r, p) = R(r)®(¢) alakban keressiik!
/! 1 / 1 "
R'®+-R®+ SR =0
r r

Nézziik meg, hogy tudjuk-e szeparalni?

R//+1R/+ 1@//
R rR 29
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(R IRY @
R r R )

Ismét csak tgy lehet egyenld, ha az egyenlet mindkét oldala konstans, rdadasul

ugyanaz a konstans. Nevezziik mezt most el lambdanak. Ismét két egyenlet adodik.

Az els6
" = —\®
Az masodik pedig
R// R/
2— —_— =
i +r 7 A

rR"+rR = AR
Célszerd a konnytivel kezdeni, hatha ad majd valami megszoritast a lambdara! Néz-

ziik hét az elsGt.

" = \P

Tudjuk, hogy a ®(p) periodikus, 27 periddussal. Ez a koordinata rendszer sajatos-

siga. Emiatt a A nem lehet pozitiv.

A= —a’
O (p) = Csin(pa) + D cos(pa)
Ez csak akkor lesz periodikus 27 szerint, ha a = N, ezért pedig
A=—N?

a vége pedig
O(p) = Csin(eN) + D cos(pN)
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Remek, most térjiink 4t a masodikra!

r’R"+rR — N’R=0

Ez jo, hiszen Euler-féle egyenlet!

Kossiik ki, hogy most N > 0
e N > 0-nal két kiilonb6z6 gydke van az egyenletnek!
e N=0— a=0, akét gyok egybeesik. Degeneralt megoldasoknal

R(r) = Ao + Byln(r)

e Mikor N > 0, akkor a kovetkez§ alakot varjuk:

R(r) = Ayr™ + Byr™

Folytassuk tehét:
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Ezt most szépen kiirjuk, kiilonos figyelemmel az N = 0 tagra, hiszen az specialis
banasmodot igényel!

= Ro(r)®o(p) + Z [ANTN + BNr’N} [Cn sin(eN) + Dy cos(eN)| =

N=1

= Ao + Boln(r) + Z [ANTN + BNT_N} [Cn sin(eN) + Dy cos(eN)] = u(r, )
N=1

Igy mar szebb, csak még nem vettiik figyelembe a hatarfeltételeket! Az els az volt,
hogy az u véges a korlapon. Ez azt jelenti, hogy u(0) is véges kell legyen, mert a
kérlapunk kézéppontja maga az origd volt, ergo benne van az is.
Emiatt Bo =0 és By =0 N > 1-re.
u(r, ) = Ao + i [Cysin(Ng) + Dy cos(Ny)] rV
N=1
Az Apn-t hozzafiztiik valamihez, hogy ne kelljen foloslegesen konstansokat cipelni.
A mésodik peremfeltétel az volt, hogy a korlap peremén legyen valami fiiggvény,
mondjuk f(p).
u(r =1,¢) = Ao+ i [Cn sin(Ne) + Dy cos(Neg)| = f(p)
N=1

Adott f(p)-bdl Ay, Cy és Dy Fourier transzformacioval megkaphato!

e Aj-nal:
1 2
A= [ dere
[ ]
1 2T
Cv=1 [ f(o)sim(Nods
0

100



2
Do= [ He)eos(Np)s
0

Ha megkaptuk a konstansokat, akkor oriiliink, hiszen meg van oldva az egyenlet! A
2 dimenziés Laplace egyenlet megoldasa a korlapon adott hatarfeltételek
esetén egyértelmii. A két dimenzioés Laplace egyenlet tetszSleges, véges,
Osszefiliggd tartomanyon nézve egyértelmii megoldast ad, ha a peremen

peremfeltétel adott.
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